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PREFAŢĂ 


Lucrarea de față reprezintă o variantă îmbunătăţită a cursului publicat 
anterior de catre autor. Ea prezintă noţiuni fundamentale ale analizei matematice 
cum ar fi cele de limită, continuitate, diferenţiabilitate, integrabilitate, etc. 

Acest material reprezintă rodul activităţii universitare din ultimii ani, cursuri 
ținute la diferite facultăţi ale Universităţii “Dunărea de Jos” din Galaţi, de către 
autor. 

Pentru o mai bună înţelegere a chestiunilor teoretice, cartea are 
numeroase observaţii, exemple, probleme propuse spre rezolvare şi probleme 
rezolvate. 

Prezentul curs se adresează studenților din anul | ai facultăţilor cu profil 
tehnic şi universitar, profesorilor din licee care îşi pregătesc examenele de 
definitivare sau grad, cât şi tuturor celor care doresc să înveţe şi să aprofundeze 
matematica modernă a zilelor noastre. 

Tuturor cititorilor mei, studenţi, profesori de matematica, ingineri, interesați 
de rezolvarea unor probleme matematice, autorul le urează lectură interesantă şi 
să găsească în paginile lucrării ceea îşi doresc. 

În încheiere, țin să exprim mulțumiri domnilor conf.dr. Petru Vâţă şi 
conf.dr. lon Mirică, pentru răbdarea şi atenţia cu care au citit întregul manuscris, 
făcând observaţii utile, de care am ţinut seama în redactarea finală a lucrării. 

Autorul rămâne îndatorat tuturor acelora care îi vor trimite sugestii, alte 
puncte de vedere sau vor avea amabilitatea de a-i semnala eventualele erori 


structurate în lucrare. 
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CAPITOLUL 1 
MULȚIMI. RELAȚII. FUNCȚII 


Fie X, Y două mulțimi nevide şi X x Y = { (x,y): xeX, yeY }, produsul lor 
cartezian. 


Definiţia 1.1. Se numeşte relaţie binară între elementele mulțimilor X şi Y 
tripletul p = (X,Y,G,), unde G,c X x Y se numeşte graficul relaţiei p. 
Dacă (x,y) e G, spunem că x este în relaţia p cu y şi scriem xpy. 
Se numeşte domeniu al relației p multimea 
D(p) = (xeX : (3)yeY astfel încât (x,y)eG,). 
Se numeşte codomeniu al relației p mulţimea 
Im(p) = (yeY : (3)xeX astfel încât (x,y)eG, ). 
Dacă X = Y atunci p se numeşte relaţie binară pe X (sau relaţie pe X). 


Dintre relaţiile definite între elementele aceleiaşi mulţimi se disting relaţiile 
de echivalenţa şi de ordine. 


Definiţia 1.2. Fie X + Ø. O relaţie p pe X se numește relaţie de echivalență 
dacă (E1) p este reflexivă: (V) xeX = xpx; 
(E2) p este simetrică: (V) x, ye X astfel încât xpy = ypx; 
(E3) p este tranzitivă: (V) x, y, z e X astfel încât xpy şi ypz => xpz. 
Dacă xeX definim 
C= (yeX :ypx)- clasa de echivalență a lui x. 


Din definiţie rezultă imediat următoarele proprietăți ale claselor de 
echivalență: 


1. (v)xexX > C, * Ø; 
2. dacă x, yeX, søy => Cn 0 = Ø; 
3. xpy © C= Cy; 
4. UC,=X. 
xeX 
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Mulțimea notată X/p = { Cx : xeX } se numeşte mulțimea claselor de 


echivalență. 


Definiţia 1.3. O relaţie p pe X, notată “<' se numește relaţie de ordine 
pe X dacă 
(01) “©” este reflexivă: (V) xeX > x < X; 
(02) “©” este antisimetrică: (v) x,yeX astfel încât x < y și y <s Xx >x = y; 
(03) “©” este tranzitivă: (v) x,y,zeX astfel încât x < y şi y S Z >x <z. 
Perechea ( X, < ) se numeşte mulțime ordonată. 
Dacă (v) x,yeX avem x < y sau y < x, relația de ordine se numeşte relație 


de ordine totală, iar ( X, < ) mulțime total ordonată. 


Exemple. 

1. Dacă X z Ø atunci relația de incluziune este o relaţie de ordine pe 
mulțimea părților lui X, mulțime notată cu 2(X). 

2. (N*,l) ( “P relația de divizibilitate) este ordonată dar nu este total 


ordonată. 


Definiţia 1.4. Fie ( X, < ) o mulțime ordonată şi A c X, nevidă. 
Un element meX se numeşte minorant pentru A dacă m < x, (v)xeA. 


Un element MeX se numeşte majorant pentru A dacă x < M, (v)xeA. 


Dacă meX este minorant şi m e A atunci m se numeşte cel mai mic 
element al mulțimii A şi se notează m = minA. 
Dacă MeX este majorant şi M e A atunci M se numeşte cel mai mare 


element al mulțimii A şi se notează M = maxA. 


Observatie. Dacă A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) 
element, din proprietatea de antisimetrie rezultă că acesta este unic. 

Dacă submulțimea A c X are minoranțţi (respectiv majoranţi) spunem că 
A este minorată sau mărginită inferior (respectiv majorată sau mărginită 


superior). Mulțimea A se numeşte mărginită dacă este minorată şi majorată. 


site 


Definiţia 1.5. Dacă A admite minoranti (respectiv majoranți) şi mulțimea 
minoranților (respectiv a majorantilor) lui A are un cel mai mic (respectiv cel mai 
mare) element, acesta se numeşte margine inferioară sau infimum (respectiv 


margine superioară sau supremum) şi se notează infA (respectiv supA). 


Observatii. 

1. Dacă există infA (respectiv supA), din proprietatea de antisimetrie 
rezultă că acesta este unic. 

2. Dacă A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) element atunci 


există infA = minA (respectiv supA = maxA). 


Mulțimea numerelor reale 
Pornind de la mulțimea numerelor naturale N = { 0,1,2,...} se poate face o 
construcție riguroasă a mulțimilor Z şi Q (vezi [7]): 


Z = { 0,1, +2,...} - mulțimea numerelor întregi. 
Q={ M. mnez,nz0 ) - mulţimea numerelor raționale. 
n 


Pentru mulţimea numerelor reale, notată cu R vom prezenta o construcţie 


axiomatică. 


Definiţia 1.6. Numim mulţimea numerelor reale o mulțime R înzestrată cu 
două operaţii algebrice: 
“+” — adunarea, (xy)—x+yeR; 
“e” — înmulţirea, (x,y) —> xy e R; 
şi cu o relație de ordine totală “<” care satisfac următoarele grupe de axiome 
I (R,+,) este corp comutativ, adică 
1) (v)xy.zeR > (x+ty)+z = x+(y+z); 
2) (v)xyeR=> xty=yrx; 
3) (3) OER astfel încât 0+ x = x, (v)xeR; 
4) 
) 


( 
(V) xeR, (3)x = -xeR astfel încât x+ (-x) = 0; 
5) ( 


v) x,y,zeR > (xy)z = x(yz); 


=Z- 

6) (v)x,yeR > xy = yx. 

7) (3) 1eR, 1 #0 astfel încât 1x = x, (v)xeR,; 

8) (Y) xeR, x +0, (3)x1=1.eR astfel încât xx” =1; 
X 


9) (v)x,y,zeR = x(y+2) = xy+ xZ. 


II (R, <) este total ordonată şi relaţia “<” este compatibilă cu structura de 


corp, adică: 
10)  (v)xeR=x<x; 
11)  (v)x,yeR astfel încât x < y și y < Xx >x =y; 
12) (V)x,y,zeR astfel încât x < y şi y SZ >x <Z; 
13) (V)x,yeR avem x <y sau y < x; 
14)  ()xyzeRcuxsy>xtzsy+z; 
15) (V)x,y,zeR cu x < y şi 0 SZ > XZ < yZ. 


III Axioma de completitudine a lui Cantor-Dedekind: 
Pentru orice submulțime A c R, nevidă şi majorată există margine 


superioară, supAeR. 


Observații. 


1. Pentru (v)x,yeR definim x-y = x+(-y) iar dacă, în plus, y z O atunci X = xy”. 
y 


2. Din axiomele lui R, cum 1eR rezultă că şi elementele 2=1+1, 3=(1+1)+1,... 
vor aparține lui R. Aceste elemente le vom numi numere naturale iar mulțimea lor 
o vom nota cu N. 

Dacă neN atunci —neR şi mulțimea elementelor 0,1,-1,2,-2,... o vom nota 
cu Z şi se numeşte mulţimea numerelor întregi. 

Dacă x,yeZ, y z 0, atunci xy eR iar mulțimea elementelor de forma xy! cu 
X,yeZ, y z 0 o vom numi mulțimea numerelor raţionale şi o vom nota cu Q. 

Să observăm căNcZcQcR. 

3. Relaţiei de ordine “£” i se poate ataşa relaţia “<”, numită de ordine strictă şi 
definită astfel: x < y <=> x < y şi X + y, (v)xyeR. 

De asemenea, dacă x < y(respectiv x < y), mai scriem y > x (respectiv 


y2x). 


nee 
Numerele reale x pentru care x > 0( respectiv x > 0 ) se vor numi numere 
pozitive(respectiv strict pozitive), iar numerele reale x pentru care x < 0 (respectiv 
x < 0), se vor numi numere negative (respectiv strict negative). 
Vom nota prin 
R+ - mulțimea numerelor reale pozitive; 
R? - mulţimea numerelor reale strict pozitive; 
R. - mulțimea numerelor reale negative; 
R” - mulțimea numerelor reale strict negative. 
Atunci R = RU R, R a R.= {0}. 
Dacă a, beR, a < b definim mulțimile 
(a,b)=(xeR:a<x<b); 
[ab]=(xeR:a<x<b!); 
[ab)= (xeR:a<x<b!); 
(a,b] =(xeR:a<x<b), numite şi intervale mărginite. 
Prin definiţie (a,a ) = [a,a) = (a,a] = Ø, [a,a]= {a}. 
Pe R se mai definesc şi următoarele tipuri de intervale nemărginite: 
(-co,a )= (xeR:x<a), (-oo,a]=(xeR:x<a); 
(a, )=(xeR:x>a), [ao )=(xeR:x>a). 
O mulțime IcR se numeşte interval dacă pentru (v) a,bel şi 
asc<b>cel. 
Pentru orice număr real x definim modulul sau valoarea absolută a lui x, 
notat Ixl, prin 


xļ= x, daca x > 0 
- |-xdacax<0 


Din axioma lui Cantor-Dedekind şi definiția marginii superioare (respectiv 


inferioare) obținem urmatoarele două teoreme: 


Teorema1.1. Fie A c R nevidă şi mărginită. 

Atunci (3) M = supA e R şi este caracterizat astfel : 
i) x < M, (v)xeA; 
ii) (V) e > 0, (3) X, € A asfel încât x, > M-e. 
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Teorema1.2. Fie A c R nevidă şi minorată. 
Atunci (3)m = infA e R şi este caracterizat astfel: 
i) m <x, (v)xeA; 
ii) (V) e > 0, (3) x, € A astfel încât x, < m + e. 
Următoarea teoremă este cunoscută şi sub numele de proprietatea lui 
Arhimede: 


Teorema1.3. Dacă x > 0 şi y > O atunci există n e N asfel încât nx > y. 


Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca nx <y, (v) neN. 

Fie A=(nx: neN). Atunci A este nevidă şi majorată şi din teorema 1.1 
există M = supA e R. Pentru e = x > 0 există x,eA astfel încât M-x < x, < M. 

Cum x€A, există noeN astfel încât x,= nox şi atunci vom avea 


M-x < nox < M, de unde M < ( n9+1)xeA, care contrazice faptul că M = supA. m 


Observaţie. Mulțimea numerelor reale se mai numeşte şi dreapta reală, 
deoarece se poate stabili o corespondenta bijectivă (bijecţia lui Descartes) între 
elementele lui R şi mulțimea punctelor de pe o dreaptă. 

Fie Ac R nevidă. 

Dacă A nu admite majoranți, prin definiţie supA = +o. 

Dacă A nu admite minoranţi, prin definiţie infA = -o. 

Definim R= Ryut-oo,+co) şi vom numi aceasta mulțime dreapta reală încheiată 
(sau mulţimea extinsă a numerelor reale). 
Relaţia de ordine uzuală din R se extinde peR prin convențiile 
-œ < too, -œ < X, X < to, (v)xeR. 

In felul acesta R devine total ordonată şi orice submulțime nevidă A c R 
are atât supremum cât si infimum. 

Operatiile algebrice ale mulțimii R se extind la R fără a fi însă peste tot 
definite. 

Astfel se definesc: 


œ +X = X+oo = œ, (V)xe R, X z -0; 


zisa 


-œ + X = X+ (-00) = -œ, (Y) xe R, xz +o; 


+œ,dacax > 0 
00:-X =X: = 
- o, daca x <0 


Nu sunt definite operaţiile: 


00 =00 , 2 „0.oo , œ , etc... 
00 


Dacă a,beR,a < b se definesc în R următoarele tipuri de intervale: 
(a,b)=(xeR:a<x<b); 
[ab]=(xeR:a<xs<bh; 
la,b) = (xeR:a<x<b); 
(a,b]=(xeR:a<xs<b?. 


Funcții 
Fie X şi Y două mulţimi nevide. 


Definiţia 1.7. Se numeşte funcție de la X la Y o relaţie f = (X, Y, Gr) cu 
proprietăţile 

i) D(f) =X; 

ii) (V) xeX si (V) (x,y4), (X, Y2) e G => y1 = y2 (deci oricărui element 
xeX i se asociază un unic element yeY astfel încât (x,y) e Gr). 

Pentru o funcţie se folsesc notațiile : 

f:X— Y sau x > f(x), xeX. 

Mulțimea X se numeşte mulţime de definiţie a funcţiei f, Y codomeniu (sau 


domeniul valorilor) iar G;c X xY se numeşte graficul funcţiei f. 


Observaţie. În locul termenului de funcţie se mai folosesc şi termenii de 
aplicaţie, transformare, operaţie, operator sau reprezentare. 


Fie f : X > Y o funcţie, AcX,BcyY. 


- 16 - 

Mulțimea f(A) = { f(x) : x e A} c Y se numeşte imaginea directă a lui A prin 
funcţia f iar mulțimea f1(B) = (xeX : f(x) e B} se va numi imaginea inversă a lui B 
prin funcţia f. 

O funcţie f : X — Y se numeşte injectivă dacă pentru (v)x+,X2 e X cu 
X4zX2> f(x) z f(x2). 

O funcţie f : X — Y se numeşte surjectivă dacă pentru (v)yeY, (3)xeX 
astfel încât f(x) = y (sau echivalent Imf =Y). 

O funcţie f :X — Y se numeşte bijectivă dacă este injectivă şi surjectivă. 

Dacă f:X > Y şi g: Y —> Z definim funcţia compusă h:X—Z,h=gof, 
unde h(x) = g(f(x)), (V) xeX. 

Fie 1x: X —> X functia identică pe X, 1x(x) = x, oricare ar fi xeX şi 1y:Y—Y 
funcţia identică pe Y. 

O functie f :X — Y se numeşte inversabilă dacă (3) g :Y — X astfel încât 
fog=1y şigof= 1x. 

Se arată că funcţia g, în ipoteza că există, este unică şi prin definiție g se 


numeşte inversa funcţiei f şi se notează g = f s 


Teorema 1.4. O functie f : X — Y este inversabilă dacă şi numai dacă este 


bijectivă. 
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CAPITOLUL 2 


SPAȚII METRICE. ŞIRURI ÎN SPAȚII METRICE 


2.1. Spaţii metrice. Definiţie. Exemple 


Definiţia 2.1.1. Fie X + Ø. O funcţie d: X x X— R se numeşte metrică (sau 
distanța) pe X dacă: 
(M1) d(x,y) > 0, (v)x,yeX si d(x,y)=0ox=y; 
(M2) d(x,y) = d(y,x), (Y) x, y € X; 
(M3) d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z), (V) xyz e X. 


Observații. 

1. Elementele unui spațiu metric se numesc puncte. 

2. Inegalitatea (M3) se mai numeşte şi inegalitatea triunghiului. 

3. Pe orice mulţime X + Ø se poate defini o structură de spaţiu metric.In 


acest sens fie d: X x X —> R, d(x,y) = [e pal Au 

4. Pe aceeaşi mulțime se pot defini mai multe metrici deci mai multe 
structuri de spațiu metric. 

5. Dacă x4, X2,..., XneX,n> 3, se arată prin inducţie matematică că 


d(x1, Xn) < d(X1, X2)+ d(X2, X3)+...+ d(Xn-1, Xn). 


Exemple. 

1. X=R, d:RxR>R, d(x,y)=|x-y|, (v)x,yeR, numită şi distanța euclidiană. Să 
observăm că d(x,y) reprezintă distanța obişnuită (în sensul geometriei euclidiene) 
între două puncte M şi N de pe axa reală, de coordonate x si respectiv y. 

2. X=R",n>1, d:R"x R">R, d(x,y)= |$ (x, -y,)? , (Y)xyER", x=(x4,X2,---, Xn), 

i=1 


y=(y1, Y2,..:; Yn), numită şi distanța euclidiană. Să observăm că, dacă n = 2 
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atunci d(x,y) = 4/(x4 -y41) + (2 -y2)} reprezintă distanța obişnuită (în sensul 
geometriei euclidiene) dintre două puncte din plan M(x4, X2) şi N(y1, y2). 


Pe R” se pot defini şi alte distanţe, de exemplu: 


dr) = Fu 


, d2(x,y) = max|x; — y|. 
i=1,n 


O clasă importantă de spaţii metrice sunt spațiile vectoriale normate. 


Definiţia 2.1.2. Fie X/K (K = R sau C) spaţiu vectorial. 
Se numeşte norma pe X o funcţie reală notată ||-|| : X — R cu proprietăţile: 
(N4) ||x]| > 0, (v)xeX şi |ix|| = 0 <x = 9; 
(N2) Axl] = |À] Ixl], (7) à €K, (Y) x €X; 
(Na) |x+y]| < XI) + Ivy, (Y) x, y € X. 


Un spaţiu vectorial înzestrat cu o normă se numeşte spaţiu vectorial normat. 


Observatie. 
Un spațiu vectorial normat este un spațiu metric cu distanța indusă de 


norma astfel: d(x,y) = ||x-y||, (V) x, yeX. 


Exemple. 
1. X = R, IIXI| = x], (V) xeR; 


2. X = R", n 21, |ixl| = Sx , (V) xeR", x = (X4, X2,.-., Xn). 
i=1 


Astfel ( R”, ||.]] ) este un spațiu vectorial normat. Pe R” se pot defini şi alte 


norme, de exemplu: 


n 
Ixl = $ xih Ixl] 2= maxi. 
i=1 i=1,n 


Să observăm că, pentru n = 1, 


Ixia = Ilxllz= IXI] = Ixl, (7) x € R. 
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2.2. Şiruri în spații metrice 


Definiţia 2.2.1. Fie (X,d) spaţiu metric, x e X sir > 0. 
Mulțimea notată B(x,r) = (y e X: d(y,x) < r } se numeşte bilă (sau sferă) 
deschisă de centru x si raza r, iar B[x,r] = { yeX :d(yx) <r } bilă (sau sferă) 


închisă de centru x şi rază r. 


Exemple. 

1.X=R, d(y,x) = xy, 
B(x,r) = {y e R : |y-x| < r} = (x-r, x + r), deci bila deschisă este intervalul deschis 
(x-r,x +r)centrat în x. 


Evident B[x, r] = [x - r, x + r]. 


2. X = R?, d(x,y) = 722 -Y2} , (Y)X,y ER? x = (x14,X2), Y = (Y4,y2), 
B(x,r) = {yeR°:d(y,x)<r} =(yeR?: ju =y; i +(X; -y2 > <r) =(y =(y1,y2)ER?: (y1-X1) + 


+ (y2-x2)7 < r°} =interiorul cercului de centru C(x4,x2) şi rază r. 
O proprietate importantă a spațiilor metrice este aceea de separabilitate, 


adică (v) x,yeX, x + y, (3) r > 0 astfel încât B(x, r) © B(y, r) = Ø. 
Într-adevăr, fie x,y€X,x + y, d = d(x,y) > 0 şir =£, Atunci B(x,r)nB(y,r) = Ø. 
Dacă (3) z e B(x, r) o B(y, r), atunci 


O < d(x,y) =d < d(x, Z) + d(z, y)<r+r =2r = 2$, contradicţie. 


Definiţia 2.2.2. O mulţime A c X se numeşte mărginită dacă (2) xeX şi 
r > O astfel încât A c B(x, r). 

O mulţime V c X se numeşte vecinătate pentru xeX dacă (3) r > 0 astfel 
încât B(x,r) c V. Fie 9 (x)= {V c X : V vecinătate pentru x } = mulțimea 


vecinătătilor lui x. 


Definiţia 2.2.3. Fie (X,d) spațiu metric. Se numeşte şir de puncte în 
spațiul metric X o funcţie f :N — X .Valorile acestei funcţii le notăm cu xn = f(n)eX 


şi pentru un şir mai folosim notația (xn) -n Sau (Xa). 
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Dacă (xn) este un şir în spațiul metric (X,d) si ko<k1<...<kn<... este un şir 


strict crescător de numere naturale atunci şirul (yn) , unde Yn = x, se numeşte 
n 


subşir al şirului (xn) şi scriem (Xk, ) c (Xn). 


Observatie. Cum (k,) este strict crescător rezultă că k, > n, (Y) n e N. 


Definiția 2.2.4. Un şir (xn) c X este convergent către xeX şi scriem xn — X 


sau lim x, =X dacă (v)Ved (x), (E) nveN astfel încât xneV, (Y) n 2 n. 
n—> œ 


În caz contrar şirul (xn) este divergent. 


Observaţie. Dacă (xn) c X este un şir convergent către xeX atunci în orice 
vecinătate V a lui x se află toți termenii şirului (deci o infinitate) exceptând un 


număr finit. 


Propoziția 2.2.1. Fie (X,d) un spaţiu metric, (Xn) c X si xeX.Următoarele 
afirmaţii sunt echivalente: 


1. lim x, =X; 
n—> æ 


2. (V) e > 0, (3) n: € N astfel încât (Y) n > na, d(Xn,X) < g; 


3. şirul de numere reale (d(Xn,X))nen este convergent către zero. 


Demonstratie. 

1.= 2. Fie e > 0 si V.= B(x, e) e 9(x). Din 1) (3) n = n.eN astfel încât 
(V) n > Na, Xn EV: = B(x, e), sau echivalent d(Xn,X)< e. 

2.> 1. Fie V e &(x) ; atunci (a)r > O astfel încât B(x,r) c V şi folosind 2) 
(3) n = nyeN astfel încât (v) n > ny, d(Xn,X) < r, sau echivalent xneB(x,r) cV 
(v)n>n,. 


2. > 3. evident. E 


Definiţia 2.2.5. Un şir (xn) din spațiul metric (X,d) se numeşte şir Cauchy 
(sau fundamental) dacă (Y) e > 0, (a)n.eN astfel încât (v)m,n>n;, d(xm,Xn) < e, 
sau echivalent (luând m = n+p, cu peN): 


(Y) e > 0, (3)n.e N astfel încât (V) n > n, şi (V) p > 1, d(Xn+p:Xn) < e. 


DT 


Teorema 2.2.1. Fie (X,d) un spaţiu metric. Atunci: 
1. Dacă un şir este convergent, limita este unică. 
2. Orice şir convergent este şir Cauchy. 
3. Orice şir Cauchy este mărginit. 
4. Orice subşir al unui şir convergent este convergent către aceeasi 


limită. 


Demonstraţie. 

1. Fie (xn) c X. Presupunem prin absurd că (3) x, y e X, x # y astfel încât 
Xn > X, Xn > Yy. Cum X este separat (3) r > 0 astfel încât B(x,r) n B(y,r) = Ø. Cum 
Xn > X, (3) nreN astfel încât x-eB(x, r), (V) n > n4.Cum X> y, (3) nzeN astfel 
încât x-eB(y,r), (V) n 2 nz, 
Pentru n > max(n+,n2) avem xneB(x,r) n B(y,r)= Ø, contradicţie. 


2. Fie (xn) c X, Xn > xeX şi e > 0. Atunci (3)n, eN astfel încât 


(Y) n > n, d(xnX) n 


Pentru m, n > n., d(Xm,Xn) < d(Xm,X) + d(X,Xn) s + : = e, deci (Xn) este şir Cauchy. 


3. Fie (xn) c X şir Cauchy şi e =1. Atunci (2) no e N astfel încât (v) m, n >no 
d(Xm;Xn) < 1.Pentru n = no obținem d(Xm,Xn,) <1, (Y) m > no,adică xmEB(xn +1), 
(Y) m No. 

Luând r = max (1,d(xn,;X0),.--d( Xn Xn pg) rezultă xn €B(xn n), 

(V) n e N, deci (xa) este şir marginit. În particular, dacă (x-)este convergent 
atunci (xn) este mărginit. 

4. Fie (Xn) Œ X, Xn > X şi (Xk, ) e (xn) un subşir al său. 

Pentru (VY) e > 0, (3) n, e N astfel încât d(x,, x) < e, (YV) n > na. Cum krè n, 


(v) n e N rezultă că d(x,, „x) < e, (Y) n 2 ns, adică xk —X. E 
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2.3 Şiruri în spații metrice particulare 


Proprietăţile generale ale şirurilor în spaţii metrice rămân valabile şi în 
spaţiile metrice particulare R, R“, k > 2. 
În aceste spaţii, pe lângă proprietățile generale şirurile au şi proprietăți 


specifice. 


A. Şiruri de numere reale 

Fie spațiul metric X = R şi d(x, y) = |x - y|, distanţa euclidiană. 

Conform definiţiei 2.2.2 o mulţime V c R este vecinătate pentru xeR dacă 
(2) r> 0 astfel încât B(x,r) = (x-r,x+r) c V. 

Din propoziţia 2.2.1 un şir de numere reale (xn) c R este convergent către 
xeR o (v)e>0, (3)n.e N astfel încât | xn-xX | < e, (YV) n 2 n,. 

Conform definiţiei 2.2.5 un şir (xn) c R este şir Cauchy dacă (Y) e > 0, 
(3) n.eN astfel încât (v)m,n >n,, | Xm-Xn | < e, sau echivalent (luând m = n+p, cu 


peN): (Y) e> 0, (3) n: € N astfel încât (v) n > na, (V) p > 1, | Xn+p-Xa| < €. 


Definiția 2.3.1. Un şir (xa) c R se numeşte monoton crescător (respectiv 
descrescător) dacă Xn+1 > Xn (respectiv < ), (Y) neN. Un şir (xn) c R se numeşte 
monoton dacă este monoton crescător sau monoton descrescător. 

Dacă inegalitățile sunt stricte, (x) se numeşte strict crescător (respectiv 


strict descrescător). 


Definiţia 2.3.2. Un şir (xn) c R este marginit inferior (respectiv superior) 
dacă mulţimea termenilor săi este minorată (respectiv majorată), adică dacă 
(3) a e R (respectiv B e R) astfel încât x, > a (respectiv xn < B), (Y) n €N. 

Un şir (xn) c R este mărginit dacă este mărginit inferior şi superior, adică 
dacă (3) a, B e R astfel a < Xn < B, (Y) n e N, sau echivalent: (3) M > 0 astfel 
încât |x| < M, (V) n e N. 


Un şir (Xn) c R este nemărginit dacă nu este mărginit. 


LIR 


Prezentăm în continuare câteva rezultate cunoscute referitoare la 


convergenta şirurilor: 


Teorema 2.3.1. Fie (Xn), (Ya) două şiruri de numere reale astfel încât 


Xn >XER, Yn > yeR. Atunci şirurile (Xn + Yn), (A Xn), cu Ae R, (Xnyn), =) cu 
y 


Yn + 0 , sunt convergente şi 
1. lim(Xx, +Yn)=X + y; 
n= 


2. lim(1x,)=1x; 


n—> 0 


3. lim(XnYn)= XY ; 
n—> œ 


4. lim Man daca y # 0. 
n> Yn Y 
Teorema 2.3.2. (Teorema cleştelui). Dacă (Xn), (Yn), (Zn) sunt trei şiruri de 


numere reale astfel încât Xn < Yn < Zn, (Y) n e N şi lim x, = limz, =x €R, atunci 
n= n> 


(Yn) este convergent şi lim y, =X. 
n= 


Teorema 2.3.3. (Cesàro). Orice şir mărginit de numere reale are cel puţin 


un subşir convergent. 


Teorema 2.3.4. (Weierstrass). 

1. Orice şir de numere reale monoton crescător şi mărginit superior este 
convergent iar limita sa este marginea superioară a mulțimii termenilor săi. 

2. Orice şir de numere reale monoton descrescător şi mărginit inferior este 


convergent iar limita sa este marginea inferioară a mulţimii termenilor săi. 


În continuare vom arăta că noţiunile de şir numeric convergent şi şir 


Cauchy sunt echivalente. 


Teorema 2.3.5. (Cauchy). Un şir de numere reale este convergent dacă şi 


numai dacă este şir Cauchy. 


mo 


Demonstratie. 


i) Fie (Xn) c R, Xn > X ER. Vom arata ca (xn) este sir Cauchy. 
Fie e > 0; cum Xn > X, (3) n.eN astfel incat (v) n > Nna, | Xn-X | < = şi atunci 
pentru m,n > n. vom avea | Xm- Xn| = |Xm-XFX-Xn|<lxm=X|FlXn=—xX|< 


E + — = e, deci (Xn) este sir Cauchy. 


g 
2 
ii) Reciproc, să presupunem că (Xn) este şir Cauchy şi vom arăta că 
(a)xeR astfel încat x, — xX. 

Cum (Xn) este sir Cauchy, din teorema 2.2.1 (Xn) este mărginit şi din 


teorema 2.3.3 şirul (xn) conține un subşir convergent (x; ); fie xeR, limita sa. 


Vom arăta ca Xn —> X. 


Ă R pai € 
Fie e > 0; cum x, > X, (3) n.eN astfel încât | Xk, -x | < > (V) Nn ne. 
Pentru n > n,, cum kn 2 Nn 2 n; vom avea 
IX-X | = | Xn- Xk pt Xk X| <| Xn- X-XI“ 5+55E 
2 2 
şi demonstrația este încheiată. m 


i oy n sinkx z 
Exemplu. Fie sirul cu termenul general x, = A , XER. Vom arăta 


i a k(k +1) 
că (Xn) este şir Cauchy, deci convergent. 
Fie e > 0, n, p e N. Vom avea: 
| Xap —Xa = S e + SIODA < f +... 
(n+1)(n+2) (n+p)(n+p+1) (n+1)(n+2) 
ȘI 1 o1 11 1 1 e ne 
(n+p)(n+p+1) n+1 n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1 
ai ] < E E i 
n+1 n+p+1 n+1 E E 


Fie n, = [1] şi atunci (V) n > n, şi (V) p > 1 vom avea | Xap — Xa] < €, deci 
E€ 


(xn) este şir Cauchy. 
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Şiruri cu limita + oo sau -oœ 


Definiţia 2.3.3. O mulţime V cR se numeşte vecinătate pentru + dacă 
(3)aeR astfel încât (a,+ œ) c V. 

O mulţime V c R se numeşte vecinătate pentru - dacă (3) a e R astfel 
încât (- œ, a) c V. 


Definiţia 2.3.4. Un şir (xa) c R are limita +o, limx, =+co, dacă 


N 
(V) Ve9(+o), (3) n, e N astfel încât xneV, (v)n>n,. 


Analog definim şiruri cu limita - o. 


Observaţie. Luând vecinătăţi pentru +œ de forma ( s,+co), cu g > O rezultă 


că limx, =+o o(v)e>0,(3)n.e N astfel încât xn > e, (v)n>n.. 
Analog lim x, =-o “(v)e >0, (3) n, € N astfel încât xn < -e, (Y) N 2 Nne. 
n—> 0 


Prezentăm în continuare câteva rezultate referitoare la şirurile cu limita +co 


sau -%. 


Teorema 2.3.6. 
1. Dacă (an) c R este un şir cu limita +œ iar (x) este astfel încât a, < Xn, 


(V) neN, atunci (3) lim x, = +0. 
LA Be dee) 


2. Dacă (bn) c R este un şir cu limita -œ iar (xn) este astfel încât x, < bn, 


(v) n eN, atunci (3) lim x, = —o. 
LA i dee) 


Teorema 2.3.7. 


1. Dacă lim x, =+% şi lim yp =y € R \{—} atunci (3) lim(x, + Yn) =+. 
N—% n-o 


N 


2. Dacă lim x, =-o şi limy, = y € R \ {+œ} atunci (3) lim (x, +Y) = —0. 
n=% nap n=% 


3. Dacă lim x, =+% şi lim y, =y >0 atunci (3) lim (Xp: Yn) = +0. 
n> n= n= 


4. Dacă lim x, =+c şi lim y, =y <0 atunci (3) lim (Xp: Yn) =œ. 
nN—% n=% 


n> 
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Teorema 2.3.8. 
1. Dacă (x) este un şir crescător şi nemărginit superior atunci 


lim Xp =+oo. 
N 
2. Dacă (Xn) este un şir descrescător şi nemărginit inferior atunci 
lim x, =—o. 
N 


Observaţie. Din teroremele 2.3.4 şi 2.3.8 rezultă că orice şir monoton de 


numere reale are limită în R. 


Limită superioară şi limită inferioară 
Fie (xn) un şir de numere reale şi A, = {Xn, Xn+,...), NEN. 
Să observăm că An D Ann, (Y) neN. 


Fie Yn = SupA- = SUP Xk, Zn = İnfAņ = inf xk . 


Se observă că şirul (yn) este descrescător în timp ce şirul (z,) este 


crescător şi atunci (yn) şi (Zn) au limită în R. 


Definitia 2.3.5. 
1. Elementul ye R, y = lim y, se numeşte limită superioară a șirului (xn) ş 
n= 
se notează y= lim supx, sau y= limx,. 


n= n—o 


2. Elementul zeR, z = lim z, se numeşte limită inferioară a şirului (xn) ş 
n—> œ 


se notează z = lim infx, sau z= limx,. 


N no 


Observaţie. Cum lim y, = inf y, rezultă că 
n= neN 


lim sup x, = inf f SUP Xk şi analog 
n—> 0 N kèn 


lim inf x = supinfx, . 
n=% neN K2n 


PES nr 
Exemplu. Fie şirul cu termenul general xn = cos 2 


SpA A 
| kr : kr 
Atunci Zn = MDA 602 k>n)=-1,(v)ne N şiy,= SUP cos ri k>n)=1, 


(v) neN deci lim inf x, = -1, lim supx, = 1. 


NA N 


Observaţie. Cum Zn < yn, (Y) neN rezultă că limz, < lim y, şi atunci 
n—> œ 


n= 


liminf x, < lim supx,. 


NZR n= 


Teorema 2.3.9. Un şir (xa) c R are limită în Rdacă şi numai dacă 


lim inf x, = lim sup x, . 
n= 


n> 


În acest caz lim x, = lim infx,= lim supxņ. 
n= n—> %0 n= 


Demonstratie. 


1. Presupunem că (xn) are limită în R şi fie x = lim x, . Deosebim cazurile: 
N 
a) xeR; atunci pentru (Y) s > 0, (3) n, e N astfel încât (Y) n > n. > 


[xx | < 2, de unde xx + 2 „(v)n=>n,. 


asa Zi E€ i S 
De aici rezultă că y, = sup {xn N > Nn} < a şi cum (yn) este descrescător, 


pentru (V) Nn > Ns, Yn < Yn D 
Trecând la limită cu n — œ obținem 


FOR ; € NETE 
limx, = lim y, <XxX+— <x + g, deci limx, < X*+ e. 
n=% n> 2 n= 


Cum e > 0 este arbitrar rezultă că lim x, < x. 


LA Be dece) 


Analog se arată că lim x, >x şi cum lim x, < limx, va rezulta că x =lim x, = limx,. 


n=% n> n—> œ n=% n—> œ 


b) lim x, = +œ; atunci (v)e > 0, (3) n, € N astfel încât xn > e, (V) N 2 ns. 
n—> œ 


De aici rezultă că 
Zn = inf { Xn Xn +4,..) > e şi cum (Zn) este crescător Zn > Zn 2 €, 
€ € € 


(v)n>n, de unde lim z, =+%, adică lim inf x, = +0. 


n—> œ n—> 0 
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Cum lim x, < limx, , rezultă că limx,= +œ şi deci limx,= limx,=t oo. 
n>% n= n=% n>% n=% 


c) Cazul lim x, = —oo se tratează analog. 
n—> œ 


2. Reciproc, presupunem că limx,= limx,= x şi vom arăta că 
n= 


n= 


(3) lim x, = x. Deosebim cazurile: 


n= 


a) xe R; în acest caz avem lim y, =x şi deci (Y) e > 0, (3) n.eN 
n—> 0 


astfel încât |yn-x| < e, (V) n > n's. 


Cum Xn < Supx, =y,, rezultă că 
kən 


Xn < X +g, (YV)n2 n. (2.1) 


Pe de altă parte, cum limx,= x rezultă că lim z, =x, deci (V) € > O, 
n= 


(3) n” eN astfel încât |z,-x| < g, (V) n > n”. 
Cum Xn? Zn, (Y) n e N, rezultă că 
Xa > X-e, (V) n2 n”;. (2.2) 
Pentru n > n, = max{n’,n”}, din (2.1) şi (2.2) vom avea |xn-x| < £, (V) n > n, deci 


lim xX, =X. 


N 


b) X=-+oo; atunci din limz, =-+oo rezulta ca pentru (V) e > 0, 
n= 


(3) n. eN astfel încât zn > e, (Y) Nn 2 ne. 


Cum x, > Zp (Y)neN rezulta ca x, >s,(v)n=n,, deci lim Xn =+0. 
—o 


c) Cazul x = -œ se trateaza analog. m 


Definitia 2.3.6. Fie (xn) un sir de numere reale.Un punct xe R se numeste 
punct limita pentru sirul (x) daca in orice vecinatate V a lui x se afla o infinitate 


de termeni ai sirului (Xn). 


Fie A = {x e R: x punct limita pentru sirul (X1)). 
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Observatie. Din definiţie rezultă imediat că x eR este punct limita pentru 


şirul (xn) dacă şi numai dacă exista un subşir [x,, )c (x,) astfel încât lim x,, = x. 
N 


Exemplu. Fie x, = cos ==, (Y) n eN. Atunci A = fosta. 


Observatie. Dacă (xa) este un şir de numere reale se arată că 
lim inf x, =inf A şi lim sup Xx, =SupA. 
n= 


n= 


Teorema 2.3.10. Fie (xn) un şir de numere reale strict pozitive. Atunci 


lim inf Ž+1 < lim inf ayx < l lim n sup Yxn < l lim sup în: 


ne Xp n—% 


Demonstraţie. Inegalitatea din mijloc este evidentă. O vom demonstra pe 


prima, iar a treia se demonstrază analog. 


Fie a= lim ea Xn „B= lim axa . Vom arăta că a < p. Dacă a = 0, 


n= n> 


inegalitatea este evidentă. 


Să presupunem deci a > 0 şi fie e > 0 astfel încât a- s>0. 


Cum a= lim inf *":1 = supinf 1 >o-s, există un rang noeN astfel încât 


n>% Xh neN KN Xk 
inf +1 > o — €, de unde rezultă că 
k>ng i 
x 
kel > a —e,(Y)k > no (2.3) 
Xk 
X, X Xng+1 . ; è 
Fie n > no; vom avea x n int... Tt. X Şi folosind (2.3) rezultă 


sau echivalent x, > (a-e) -a, unde a =(a-8)™ xn >0. 
Obţinem atunci n/x, >(a-ehla,(v)n>no şi prin trecerea la limită 
inferioară = lim infnjx, > lim inf(a-ehla =a -e 
N n= 


Cum e > 0 este arbitrar rezultă B > a şi demonstația este încheiată. E 
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Observaţie. Din teoremele 2.3.9. si 2.3.10. rezultă că dacă (xn) este un şir 


i Hi aAa iawu X i 
de numere reale strict pozitive astfel încât (3) lim = =L ,unde 0 < L < + atunci 
n—> 0 Xh 


(a)lim 3/x, =L. 


B. Şiruri în spațiul metric R“, k > 2 
Fie spațiul metric R“ cu distanța euclidiană 
k 
d(x,y) = |x z y| T (x -= yif (vy ER“, X = (X1,X2,: Xk), Y =(Y1,Y2-- Yk). 
i1 


Dacă (xn) este un şir in R“ atunci termenul său general x, este de forma 
Xn = (x1, x2, x5 ]E RK, deci unui şir (xn) din R* îi corespunde k şiruri de numere 
reale (x!) ,[x2),....(x*) numite şiruri componente. Conform propoziției 2.2.1. un şir 
(xn) din RE este convergent către xeR*“ dacă şi numai dacă (v)s > 0, (Î)n.eN 
astfel încât || Xn — XI| < e, (V) N È n}. 

Un şir (Xn) din R“ este şir Cauchy (sau fundamental) dacă şi numai dacă 


(Y) e > 0, (3) n.eN astfel încât (v) m, n > n, avem |x,, —xa||< e. 


Teorema 2.3.11. Un şir (xn) din R6, x, = (i aug) este convergent în 


R dacă şi numai dacă şirurile componente (x'), (x2),..., (x) sunt convergente 


în R. 


Demonstratie.” =” Presupunem că (Xn) este convergent în R“ şi fie 


i k d, i ii . 
lim Xa = x eRK,X = (x4, X2,..-, X% )-Vom arăta că x, > x,(v)i=1,k. 


Fie ie1,k sie > 0; cum x, > x, (a)n, eN astfel încât |x,-x |<s,(v)n=n.,. 


Cum | xn -xı |<| X, -X 


„(v)neN rezultă că (v)n >n, | x, -x| < || x, -x| < s, 


adică x, — x; 


“—” Presupunem că xi >x; eR,(v)i=1,k şi vom arăta că 


Xa—X, unde x = (X4,X2,...„Xu)eRE. 
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Fie e > 0; cum x, > x, „(3)n! eN astfel încât (v)n=ni,| x, —x, < 
2 


Luând n, = max În',n?,...,n*! rezultă că (Y) n > n, vom avea 


|x.-x = DX (x, E, kŠ =s , deci x, =X. m 
i=1 


Observaţie. Din această teorema rezultă că în cazul convergenţei avem 


lim x, = (im x1, lim x2,..., lim x], 
n= n= n= n-—% 


Exemplu. Fie (xn) cR°, x, aes n >2. 
n+ 


n 
n 

Avem x, = (x1, x2), unde x! =Yn, x2 = (03) 
n+ 


Cum lim xi = = lim n =1 rezultă că h 1] este convergent. 


n—> œ 


, . 1 Tri 
Cum lim x2 = lim = — rezultă că (x2) este convergent. 


n> n=% n 
í + 2 


În concluzie (xn) este convergent în R? şi lim X= -fa 1) 
e 


n= 


Observatie. Raţionând asemănător ca în demonstrația teoremei 2.3.11. se 
arată că un şir (Xn) din R“, x, = (x x2,...,x) este şir Cauchy în R“ dacă şi numai 


dacă şirurile [x!), (x2),....(x*) sunt şiruri Cauchy în R. 


2.4. Spaţii metrice complete 


Fie (X,d) un spaţiu metric. Din teorema 2.2.1. rezultă că, dacă (xn) este un 
şir de puncte din X, convergent, atunci el este şir Cauchy. Reciproca nu este în 
general adevărată. 


Exemplu. Fie X = (0,1], d(x,y) = [x-y], Xn = L (v) n > 1. Cum (xn) este 


J 


convergent în R rezultă că (xn) este şir Cauchy în R, deci în X. 


2 Didi 


Cum lim x, =0g X rezultă că (xn) nu este convergent în X. 


n—> 0 
Definiția 2.4.1. Un spațiu metric (X,d) în care orice şir Cauchy este 


convergent se numeşte spațiu metric complet. 


Definiția 2.4.2. Un spaţiu vectorial normat şi complet se numeşte spațiu 
Banach. 


Observaţie. Folosind teorema lui Cauchy rezultă că R, R“, k >2 sunt spaţii 


Banach relativ la distanța euclidiană. 


Definiţia 2.4.3. Fie (X,d) un spaţiu metric. O funcţie f : X — X se numeşte 


contracție dacă există a e [0,1) astfel încât d(f(x),f(y)) < ad(x,y), (Y) xy e X. 


Teorema 2.4.1. (Principiul contracţiei sau teorema de punct fix a lui 
Banach). Fie (X,d) un spaţiu metric complet şi f : X — X o contracție. Atunci f are 


un unic punct fix, adică (3) € eX, unic, astfel încât f(£) = &. 


Demonstraţie. Unicitatea. Presupunem prin absurd că există 641,62 e X, 
& 7 & astfel încât f(81) = &1 şi f(82) = &2. Atunci O < d(&4, 82) = d(f(64),f(82)) < 
<d(&1, 62), de unde rezultă a >1, contradicție. 
Existenţa. Fie Xo e X, fixat şi construim şirul (xn) astfel : 
X1 = f(Xo), X2 = f(X1),---, Xn = f(Xn-1),-.-. 
Şirul (xn) se mai numeşte şi şirul aproximaţiilor succesive. 
Vom arăta că şirul (xn) este şir Cauchy. 
Fie d = d(x, Xo). Observăm că: 
d(x4,x2) = d(f(x0), f(x1)) < ad(x0,xX1) = ad; 
d(x2,X3) = d(f(x1), f(x2)) < ad(x1,x2) < a°d. 
Prin inducţie se arată că: 
d(Xn,Xn+1) < ad, (Y) neN. 
Pentru neN şi p > 1 avem 


d(Xn,Xn+p) < d(Xn,Xn+1) + d(Xn+1:Xn+2) +... + d(Xn+p-1:Xn+p) < 
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n 


1-a?’ a 
< 


< a'd + a™'d+...+a™P 1d = a'd (2.4) 


1-a 1-a 
Dacă d = 0 rezultă x4 = Xo, deci f(x9) = Xo şi demonstrația este încheiată cu 
6 = Xo. 


Dacă d > 0 , cum a e [0,1) rezultă că lim a" =0şi atunci (v) e >0, 
n= 


(3) n.eN astfel încât a” < ma 


e, (V) Na 


Folosind (2.4) rezultă că (Y) n > n. şi (V) p 21 avem d(Xn,Xn+p)< £, deci (Xn) 
este şir Cauchy. Cum (X,d) este complet (3) & eX astfel încât x> &. 

Vom arăta că f(£) = £. Evident avem 

d(5,f(5)) < d(6,Xn+1)+d(Xn+1:f(6)) = d(5xn+1)t d(ftxn),f(5)) < d(E,Xn+1)+ ad(xn,8) 


şi cum lim d(x,,5) = 0, prin trecere la limită cu n — œ obținem d(£,f(5)) = 0, adică 
N 


î(6) = &. E 


2.5. Elemente de topologie în spații metrice 


Fie (X,d) un spațiu metric. 


Definiția 2.5.1. O mulțime nevidă D c X se numeşte deschisă dacă D este 
vecinătate pentru orice punct al său, adică dacă pentru (v)xeD, (3) r > 0 astfel 
încât B(x,r) c D. Prin definiţie Ø este o mulţime deschisă. 


O mulţime F c X se numeşte închisă dacă CF = X\F este deschisă. 


Exemple. 
1. Dacă (X,d) este un spațiu metric atunci Ø şi X sunt şi deschise şi 
închise. 
2. Dacă (X,d) este un spaţiu metric atunci orice bila deschisa este o 
multime deschisa si orice bila inchisa este o multime inchisa. 
Intr-adevar, fie D = B(x,r), x €X, r > 0 şiyeD. 
Fie O < r4 < r-d(y,x). Atunci B(y,r) c D, deoarece daca zeB(y,r,) > d(z,y) <r => 


=> d(z,x) < d(z,y)+d(y,x) < r4+d(y,x) < r, deci z e B(x,r) = D. 


= Sia 


Analog se arată că Blx,r] este o mulţime închisă . 
În particular, dacă X = R, d — distanţa euclidiana, atunci orice interval de 


forma (x-e,x +s) cu e > 0 este multime deschisa si orice interval de forma [x-e,x+e] 


este o mulţime închisă. 
3. Dacă X = R cu metrica euclidiana, intervalele de forma [a,b], [a,o), 


(-c0,b] sunt multimi inchise. 
4. Mulțimea A = (xeR :1 < x < 2} nu este nici închisă nici deschisă. 
5. Mulțimea A = ((x,y)eR?: 1< x < 3, -1 < y < 1} este deschisă iar 


B = {(x, y) eR2: x? - y? > 1) este închisă. 


Teorema 2.5.1. Fie (X,d) spațiu metric. Atunci 
1. O reuniune oarecare de mulțimi deschise este o mulțime deschisa iar o 


intersectie finită de mulțimi deschise este o mulțime deschisă. 
2. O reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa iar o 


intersectie oarecare de multimi inchise este o multime inchisa. 
Demonstratie. 1. Fie (D;)., o familie oarecare de submulțimi deschise ale 


lui X şi D = |_JD;. 
iel 
Dacă D = Ø atunci D este deschisa. 
Dacă D + Ø, fie xeD; atunci (3) io el astfel incat x e D,, şi conform 


definitiei (2) r > O astfel incat B(x,r) c D;, c D, deci D este deschisă. 


i=1 


Fie D4, D2,..., Dn, neN, mulțimi deschise ale lui X şi D = ND, i 


Dacă D = Ø atunci D este deschisă. 
Dacă D + Ø, fie xeD; atunci xeD;, (Y) | = 1,n şi conform definitiei (a)r; > O, 
nin ri. Atunci B(x,r) c B(x,r) c Di, 


i=1,n astfel încat B(x,r) c D; (Y) i= 14,n. Fier 


(Y) i= Tn, de unde B(x,r) c (]D, =D, deci D este deschisa. 


i=1 


2. Rezultă imediat din 1) folosind formulele lui de Morgan. 
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Observaţii. 1. Dacă (X,d) este un spaţiu metric, submulţimile lui X formate 
dintr-un singur element sunt mulțimi închise şi folosind teorema 2.5.1 rezultă că 
mulțimile finite sunt închise, fiind o reuniune finită de mulțimi închise. 

2. O intersectie oarecare de multimi deschise nu este in general o multime 


deschisa.In acest sens fie X = R cu metrica euclidiana si D, = C25), neN.. 


Evident D, este deschisa (Y) n e N si (Dh = {0}, care nu este deschisa. 
n=1 


3. Fie (X,d) spatiu metric si t= {D c X: D multime deschisa} < 2(X). 
Atunci t4 are urmatoarele proprietaţi (ce rezulta din teorema 2.5.1): 

(T1) X, Ø e Ta; 

(T2) Orice reuniune de multimi din 14 apartine lui ta; 

(T3) Orice intersectie finita de multimi din ta apartine lui Ta. 

Spunem in acest caz ca qta este o topologie pe X numita topologia indusa 
de metrica d iar perechea (X, ta) se numeste spatiu topologic. In particular daca 
X = R", n 2 1 si d este distanta euclidiana atunci topologia indusa de d o vom 
nota cu to si o vom numi topologia uzuala sau naturala a lui R". 

In continuare, ori de cate ori vom vorbi de R” fara a face vreo mentiune 


speciala il vom considera inzestrat cu topologia naturala. 


Fie (X,d) spatiu metric si A c X, nevidă. 
Definiţia 2.5.2. Un punct xeA se numeste punct interior multimii A daca 


(3) Ve9(x) astfel incat V c A, sau echivalent (2) r > O astfel incat B(x,r) c A. 
(0) 
Notam cu A (sau IntA) = (xeA: x punct interior multimii A} si o numim 
interiorul lui A. 
Definiţia 2.5.3. Un punct xeX se numeşte punct de aderenţă pentru 
mulțimea A dacă (v)Ve39(x), AOV z Ø, sau echivalent (v)r > 0, AnB(x,r)z Ø. 


Notăm cu A = (xeX: x punct de aderenţă pentru A) şi o numim aderență 


sau închiderea lui A. 
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Definiţia 2.5.4. Un punct xeX se numeşte punct de acumulare pentru A 
daca (Y) Ve9(x), A n (W{x}) z Ø, sau echivalent (Y) r > 0, An (B(x,r) {x} z Ø. 

Notăm cu A’ = (xeX :x punct de acumulare pentru A) si o numim multimea 
derivata a lui A. 

Un punct xeA care nu este punct de acumulare pentru A se numeste izolat 
pentru A. Notam cu IZA = {x€A : x punct izolat pentru A? si o numim multimea 
punctelor izolate ale lui A. 

Se observa ca un punct xeA este izolat daca si numai daca (3)Ve9(x) 


astfel incat An V = {x}. 
Definim multimea FrA = AnCA, numita si frontiera lui A. 
Exemple. 
1. Fie X = R şi A c X, A = (-%,1) U (2,3] U (5). Atunci 


A = (-%,1) U (2,3), A = (-%,1] U [2,3] U {5}, A' = (-%,1] U [2,3], 
IZA = (5), FrA = {1,2,3,5}. 


0 Pe 
2. X =R, A= (0,1) Q. Atunci A=8, A =[0,1], A'=[0,1], IZA = Ø, FrA =[0,1] 
3. (X,d) spaţiu metric şi A c X, finită. Atunci 


0 = 
A=0, A=A, A =ø, IZA =A, FrA =A. 
Observatie. Din definițiile date rezultă imediat că, dacă (X,d) este un 
spațiu metric şi A, B c X sunt nevide atunci: 
1. A CACA,ACA; 


(0) (0) zo = 
2.AcB=> AcB, AcB,AcB; 


3. AUBc AUB, AUB =AUB, (AUBY =A UB’; 


4. AaB =AaB,AœaBcAoB. 
Cum primele două proprietăți sunt evidente, să arătăm de exemplu a doua 


egalitate de la proprietatea 3); celelalte se demonstrează analog. 


Pe n 


Fie xeAUB; dacă xzAUB atunci xzA şi xB, deci (3)r4,r2 > O astfel 
încât A n B(x,r) = Ø, B a B(x,r2) = Ø. 


Luând r = min(r4,r2) > O obținem 


(AUB) œaB(x,r) = (A œaB(x,r)) U (BaB(x,r)) = Ø, care contrazice faptul că xe AUB. 


Reciproc, dacă xe A UB, cum A c AUB, B c AUB, rezultă AcA UB, BcAUB, 
deci x<A UB. 

Teorema 2.5.2. Fie (X,d) spaţiu metric şi A c X, nevidă. Atunci 

1.CA = GA şi CA = GA. 

2. A este deschisă şi A este închisă. 


3. A este deschisă < A =A, 


4. A este închisă o“ A = A. 


Demonstraţie. 


1.xe CAGxeA o (V)r>0, B(x, r) Z AG (V)r>0, B(x, r)a CAz8 
x eCA . Analog se arată că CA = CA. 

2. Fie xe A: atunci (2) r > 0 astfel încât B(x, r) c A. Vom arăta că B(x,r) c 
cA; fie yeB(x,r) şi O < r4 < r - d(y,x). Atunci B(y,r1) e B(x,r) c A, deci ye A. 
Rezultă deci că A este deschisă. 


Cum CA= CA, care este deschisă rezultă că A este închisă. 


3. “<” evident; 
“>” Presupunem că A este deschisă şi vom arăta că A = A. Cum A cA 
este suficient să arătăm că A c A. Fie xeA; cum A este deschisă (3) r > O astfel 


încât B(x,r) c A, adică xe A. 
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4. “<” evident; 
“—” Presupunem că A este închisă şi vom arăta că A =A. Cum A cA 


este suficient să arătăm că A c A. Fie xe A; dacă xgA rezultă xeCA şi cum CA 


este deschisă (2) r > O astfel încât B(x,r) c CA, deci B(x,r) n A = Ø, care 


contrazice faptul că xe A. m 


Teorema 2.5.3.(de caracterizare a punctelor aderente cu ajutorul şirurilor). 


Fie (X,d) spaţiu metric şi A c X, Az Ø. Atunci xe A « există un şir (x) c A 


astfel încât x,— X. 


Demonstraţie. Fie xe A; atunci (v) neN*, An B(x,1.) + Ø, deci 
n 


(3) Xne A A Bx,1), (V) neN*. Obţinem astfel un şir (xn) c A cu d(xr,x)< i 
n n 
(v) neN*, adică x, — x. 
Reciproc, dacă (Xn) c A, Xn > X, atunci (Y) e > 0, (3) n.eN astfel încât 
(Y) n 2n,, XneB(x,e). Astfel (Y) £ > 0, B(x, £) ^ Az Ø, adică xe A. m 


Ținând cont de definiţia punctului de acumulare, analog cu teorema 2.5.3. 
obținem: 

Teorema 2.5.4.(de caracterizare a punctelor de acumulare cu ajutorul 
şirurilor). Fie (X,d) spaţiu metric şi A c X, A z Ø. Atunci xeA' există un şir 


(Xn) CA, XnzX, (V) neN astfel încât lim x, =x. 


Definiţia 2.5.5. Fie (X, d) spaţiu metric şi A c X, A + Ø. O familie (D;) i. de 
părți ale lui X se numeşte acoperire a mulţimii A dacă Ac UDi. 
Dacă JclşiAc U D; spunem că (D;) ic; este o subacoperire a lui (Dì) ia 


pentru A. 
Dacă toate mulțimile D; iel, sunt deschise spunem că (Di). este o 


acoperire deschisă. 
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Definiţia 2.5.6. O submulțime K a unui spațiu metric (X,d) se numeşte 
compactă dacă din orice acoperire deschisă se poate extrage o subacoperire 


finită. 
Exemple. 1. X = R, K = (0,1).Atunci K nu este compactă. Este evident că 


familia (Inn, unde lh = (1.1) formează o acoperire deschisă pentru K. 


Daca K ar fi compacta (3) J c N finita astfel incat K c U n. Luand m = maxJ 
ne 


rezulta (0,1)c U ln=( Laj contradictie. 
neJ m 


2. (X,d) spatiu metric, K = (x., X2,..., Xn} c X finita. Atunci K este compacta. 


Intr-adevar, fie (D;) 


iel 


o acoperire deschisă pentru K, deci K c UD.. 
le 


Cum X;eK, există k; el, astfel încât x; e Dki» i =1n. Atunci (D,.) 


Jim este o 


subacoperire finită pentru K. 


Teorema 2.5.5. Orice submultime compacta a unui spatiu metric este 
inchisa si marginita. 
Demonstratie. Fie K c X compactă şi xeK. Evident avem K c U_B(x,n), 
neN 
deci (B(x,n))- este o acoperire deschisa pentru K. Cum K este compacta 


exista J c N, finita astfel incat K c U B(x,n). Fie nọ = maxJ si atunci vom avea 


K c B(x,no), deci K este marginita. 
Vom arata in continuare ca multimea K este inchisa sau echivalent K = K. 
Cum K c K este suficient sa aratam ca K c K. Presupunem prin absurd ca 
K ¢ K, deci exista xeK si xgK. 
Cum xgK rezulta ca (v) yeK avem y z x şi cum X este separat, pentru 
(v) yeK, (3) r,> O astfel incat B(x, ry) n B(y, ry) = Ø. 


Familia (B(y, r,))y= formeaza o acoperire deschisa pentru K, deci (3)y4, 


n 
Vaz... YneK astfel incât K c (JB(y,r, ). Dar B(x,r) a B(yr ) =Ø, (v)i=1n. 
i1 I I 


40-a 


Luând r = min > obtinem B(x,r) n B(yir ) = Ø, (V) i= 1,n, de unde 


i=1,n l 


B(x,r) n K = Ø, contradictie. E 


Observatie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. Se 
poate arata ca, daca X este finit dimensional atunci K c X este compacta daca si 
numai daca K este inchisa si marginita. 

Rezulta ca o multime K c R” este compacta daca si numai daca este 


inchisa si marginita. 


Teorema 2.5.6. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci K c X este compacta daca 
si numai daca orice sir de puncte (Xn) din K are un subsir convergent la un punct 
din K. 

Demonstratie. Presupunem mai intai ca K este compacta si fie (xn) un sir 
de puncte din K. 

Presupunem prin absurd ca (xn) nu contine nici un subsir convergent; deci 
multimea termenilor sai nu are nici un punct de acumulare. 

Atunci pentru orice xeK, (3) rx > O astfel incat B(x,r,) contine cel mult un 
numar finit de termeni ai sirului (xn) (in caz contrar ar exista un subsir al lui (Xn) 
care sa convearga la x). 

Famlia (B(y,r,))y« constituie o acoperire deschisa pentru K si cum K este 
compacta se poate extrage o subacoperire finita, deci exista y4, y>,..., ymeK si 
4, [2,..., fm > O astfel incat K c UBy,r). Cum (xn) cKe UJBGv,r;) iar fiecare 

i=1 i=1 
dintre bilele B(y,r,) contine cel mult un numar finit de termeni ai sirului (xn) rezultă 
ca sirul (xn) are un numar finit de termeni, contradictie. 


Pentru a demonstra reciproca acestei teoreme se poate consulta [11]. m 


Teorema 2.5.7. Fie (X,d) spatiu metric, K c X, compacta si A c K, inchisa. 


Atunci A este compacta. 


Demonstratie. Fie (D)e o acoperire deschisa a lui A. Cum XA este 


deschisa si K c U Di Y (XA) rezultă că familia ((D;).., XA) este o acoperire 
{= 
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deschisa pentru K. Cum K este compacta (3) ii, i2,..., inel astfel incat 
n n 

K c [JD Y(X\A) şi atunci A c|UJD, deci (D; ),„ņ este o subacoperire finita 
k=1 k=1 

pentru A. E 


Probleme propuse 


1. Fie X=N şid: XxX >R, d(x,y) = 


n Sa se arate ca ( X,d ) este 


un spaţiu metric şi să se determine B(3, i) B[3, 5 


2. Să se arate că distanța euclidiana d:R"x R">R, d(x,y) = ; x.y), 
i=1 
(V)xyeR”, x = (X14, X2,..., Xn), Y = (Y4, Y2,..-, Yn) este o distanta pe R". Pentru n = 2 
sa se determine imaginea geometrica a bilei B((2,-1),3) relativ la d si la distanta 
d4, unde da(x,y) = |x1-y1| + | xz-yz, (Y) x,y ERÊ, x = (x1, X2), Y = (Y14,y2). 
3. Fie X = L” = (1) c R : (Xn) marginit} şi d: X x X >R, d(x,y) = 


= sup|xn = Ynl, (Y)X,yEX, x = (Xn), y = (Yn). Sa se arate ca (X,d) este un spatiu 
n21 


metric. 
4. Fie (X4,d1), (X2,d2) spatii metrice, X = X1x X2, d: XxX—>R, 


d(x,y) =d? (x4, y4)+ dâ(x2,y2), (V) x, y €X, x = (X1,X2), y = (Yy14,y2). Să se arate că 


(X,d) este un spatiu metric. 
5. Fie d, d2 metrici pe X. Spunem ca d, si d> sunt echivalente, d. = d> daca 


Ta, > 


Pa T Sa se arate ca d7% dz = (3) m, M > 0 astfel incat 


md,(x,y) < d>(x,y) < M d4(x,y), (Y) x, yeX. 


6. Sa se arate ca pe R” urmatoarele metrici sunt echivalente: 


d(x,y) = ISP, d d4(x,y) Shi -y 
i=1 i=1 


(V) x, y ER", X = (X41,X2,. Xn), Y = (Y14:Y2 ---, Yn). 
Mai mult, orice două metrici pe R", sau mai general, pe un spatiu finit 


y) = max|x; —y,|, 
i=1,n 


dimensional sunt echivalente. 
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7. Fie(X,d) spatiu metric, (Xn), (Yn) c X doua siruri Cauchy. Atunci sirul 
(d(Xn,Yn)) este un sir Cauchy in R.. 


8. Sa se arate ca L” este un spatiu Banach relativ la norma ||x|| = sup |x,|, 
n21 


(V) x = (Xa). 
9. Fie ( X, d) spatiu metric, A c X, compacta, a e X \ A. Atunci 
d(a, A) = supd(a,x) > 0 si exista xoeA asfel incat d(a, A) = d(a, Xo). 
xeA 


10. Fie sirurile date prin termenul general x, = (1 +1 yn= (1 +i, Atunci 
n n 


a) Şirul (xn) este strict crescator iar sirul (yn) este strict descrescator. 
b) Sirurile (xn) si (yn) sunt convergente la o aceeasi limita. Limita comuna 
se noteaza cu e. Sa se arate ca 2<e<3. 


c) Folosind sirurile (Xn), (Yn) sa se arate ca sirul cu termenul general 


1 1 TI: M 
Zn = 1+ E - In n, este convergent. Limita sa se notează cu c. Sa se arate 
n 


ca c e (0,1). 
11. Sa se studieze convergenta sirurilor date prin termenul general: 
m 1 n n1 
a) Xn = — ; b) x= —=; 
) n p3 k2 ) n à Jk 


k=1 


n 
c) Xn = Zapa“ „unde |q| < 1, jad < 2, (Y) k 2 1. 
k=1 


), (V) n > 1, unde a > 0. Sa se arate ca 


12. Fie xo > 0 şi Xn =} (aa + 
2 n-1 


(xn) este convergent si are limita va . 


13. Fie (Xn), (Yn) c R astfel incat (yn) este strict crescator si divergent .Sa 


A X =X = $ : ia sită X 
se arate ca daca (3) lim {+= = LeR, atunci exista si lim = = L. 
n>% Yn+1 7 Yn n= Yp 


(Lema lui Stolz-Cesaro) 


14. Sa se arate, folosind exercitiul 13, ca daca (x,) este un sir de numere 


strict pozitive iar lim +1 =L eR , atunci exista si lim N/Xxp EL. 
no>o X n n>% 
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15. Fie (Xn) un sir de numere reale. Sa se arate ca (Xn) contine cel putin un 
subsir monoton. Sa se deduca de aici ca multimea punctelor limita a unui sir este 
nevida. 

16. Sa se calculeze lim inf x,, lim sup x, , pentru 

nN=>% n> 


n n 
2n+1` 


a) Xn = sin“: b) x- = (-1) 
17. Daca (Xn), (Yn) c R sunt doua siruri marginite, atunci: 
a) lim sup(x, +Yn) < lim supx, + lim supy,; 
n—=% n= nN—% 
b) lim inf(xXa +Yn) > lim inf x, + lim infy,; 
n= n= nN—% 
c) lim sup(Xnyn) < (lim supx, )( lim supy, X(Xn > 0, Yn > 0); 
n=% n= N—>0 
d) lim inf(xnyn) > (lim inf x, )( lim inf Yp (Xn > 0, Yn 2 0). 
n= n—% n-o 


18. Sa se arate ca sirul cu termenul general 


Xn = (dn „(cos Íy Iran, e convergent si sa se determine limita sa. 
n n nn 
19. Sa se determine a > 0 astfel incat f : R-— R, f(x) = — sa fie o 
xXx +a 
contractie. 
20. Fie f :[a, b] — [a,b ] derivabila astfel incat sup |f(x)| = A < 1. Atunci f 


xe[a,b] 

este o contractie. 

21. Sa se arate ca ecuatia x" + 12x - 1= 0 are o singura radacina pe [0, 1]. 
Sa se determine aceasta radacina cu aproximaţie de patru zecimale. 

22. Sa se studieze daca urmatoarele submultimi ale lui R? sunt marginite, 
deschise, inchise. 

a) A = [0,1) x (1,2]; 

b) A = {(x,y)ER? : x = y, ye[1,3]); 

c) A = {( x,y)eR? : x°- y? < 1}; 


d) A = [1.2) x ($: n = 1} o (2,31). 


Pentru fiecare sa se indice A,A, A', IZA, FrA.. 
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CAPITOLUL 3 


SERII DE NUMERE REALE 


3.1. Serii convergente. Serii divergente 


Fie (x, ),-, un şir de numere reale. Şirului (x, îi ataşăm şirul (Sp )p21, 
unde S,=x, S2 = X1 + X2, ..., Sh = X1 + X2 +...+ Xp,- 
În cazul în care şirul (S,) este convergent şi are limita S se poate scrie 


00 
S = lim Se = lim (Xa Xa PX) Xa Xa ee Xa ee Sas deci se dă un 
n= n= n=1 


sens sumei cu o infinitate de termeni. 


Definiția 3.1.1. Se numeste serie de termen general x, perechea de 


şiruri ((x)-=+,(Sa)n=1), unde (S,) se numeşte şirul sumelor partiale. 


00 
O serie se notează formal astfel $ Xn, XX Sau X4+ X2+...+ Xpt... 
n=1 neN* 


Definiția 3.1.2. O serie >x, se numeşte convergentă, pe scurt (C), dacă 
n=1 


şirul sumelor parțiale (Sa) este convergent.În acest caz S= lim S, se numeşte 
n 


—% 


00 
suma seriei şi scriem >.x, = S. 
n=1 


În caz contrar seria se numeşte divergentă, pe scurt (D).Prin natura unei 


serii înțelegem proprietatea sa de a fi convergentă sau divergentă. 
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Exemple. 
2 A 

1. Fie seria Sq" „qeR, numită şi seria geometrică. In acest caz 
n=1 


_ nH 

x =q" şi Sp 5X4 +X2 H tX Sarut) = TI, pentru q 71 şi 
=q 

S= n pentru q =1. 


Rezultă că (S,) este convergent dacă şi numai dacă |q| <1 şi în acest 


caz lim S, =— 


n—> œ 1-q 


00 
Rezultă, deci, că seria geometrică $q” este convergentă=|q|<1 şi în 
n=1 


acest caz Y.q" = e 
n=1 ts q 


eA 

2. Fie seria $ —, numita şi seria armonică. 

n 
n=1 


În acest caz x, -1 şi S, rata Vom arăta că (S,) nu e şir 


Cauchy. 


Presupunem. prin absurd că (Sn) este şir Cauchy, deci (v)s > 0,(3)n, € N 


PRI i 1 FE 
astfel încât ((v)m,n=n, avem | S,-S,|<s. Luănd e= =: (Ang EN astfel încât 
(v)m,n > no avem |S,-sS, <a. Pentru m = 2no şin= no obţinem 
= 1 + 1 Faiet 1 < 1 . 

Ny+Î N9+2 2n 2 


+ Ft 
N9+l n9+2 2N9 


Pe de alta parte, 


> No. Li i contradicţie. 
2N9 2 


În concluzie (Sn) este divergent, deci seria armonică este divergentă. 
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Proprietați generale ale seriilor 


00 
Teorema 3.1.1. Dacă unei serii x, i se elimină sau i se adaugă un 
n=1 


număr finit de termeni atunci natura seriei nu se schimbă; în caz de convergenţă 


se modifică doar suma. 
Demonstraţie. Presupunem că eliminăm termenii Xip Xios+-Xi unde 


l< 2 <...< Ík. 


Fie (Sn) şirul sumelor parțiale asociat seriei $` x, şi (Tn) şirul sumelor 
n=1 


parțiale asociat seriei obținute prin eliminarea termenilor Xi}, Xiz ,...Xi,- 
i- de unde rezultă 


Evident, avem T, = S.-s, (V) n > ik unde s= Xy HXi, + -Xip 
că (Ta) este convergent dacă şi numai dacă (S,) este convergent şi deci seria 


00 
T Kan 
n=1 


neN*\A 
Celălalt caz se tratează analog. m 


XX „unde A = {i4, î2,...,i) are aceeaşi natură cu seria iniţială 


Teorema 3.1.2. (Condiţia necesară de convergenţă). 


00 
Dacă seria >. x, este convergentă, atunci lim x, =0. 
n= 


n=1 
= Sh = Sn-1, 


Demonstratie. Fie S, = x/+x2+...+xX, şi S = lim S,. Atunci Xn 
n= 


(v)n > 2, de unde lim x, =S-S=0. 


LA i de.) 


Observații. 
1. Reciproca nu este în general adevărat 
n iog ; La 1 ; e 
În acest sens considerăm seria armonică >, —, care este divergentă şi 
n=1 n 


lim Xn =lim —=0. 
n-—c0 n-o h 
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00 
2. Dacă pentru o serie `x, avem că lim x, +0 sau nu există, atunci 


n=1 n=% 
seria este divergentă. 
f , < n 
Exemplu. Fie seria ; 
P 2, 2n+1 
A n 1 ALA Cu ER 
În acest caz x, =—— 2 40, deci seria >. 1 este divergenta. 
2n+1 2 i 2n+1 


Teorema 3.1.3. (Criteriul lui Cauchy). 
Seria >. x, este convergentă dacă şi numai dacă pentru (v)e > 0, (a)n, € N 
n=1 


astfel încât (v)n >n, şi (v)p>1 avem | Xn1+Xn2+--+X 


n+1 n+p <E. 


Demonstrație. Fie Sn = x4 + X2 +...+ Xn. Vom avea Ù x (C)e (Sn) este 
n=1 


convergent iar (Sa) este convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy 


© (Y) e> 0 (3)n, eN astfel încât (v)n >n, şi (v)p >21 avem 


[Srp S,| <e (v)e>0, (ă)n.eN astfel încât (v)n>n, şi (v)p>1 avem 
Xna + Xn42 ++ Xnap| <E. m 
Exemplu. Fie seria >, COSNX x eR. Vom arăta că această serie este 


n=1 n(n T 1) 
convergentă folosind criteriul lui Cauchy. 
Fie e>0,n,pe N. Vom avea 


cos(n + 1)x : cos(n + p)x 
(n+1)n+2) — (n+p\n+p+1) 
1 1 1 
< -— c tH -n H.. E aM 
= (n+1)n+2)  (n+2)n+3) 7 (n+phn+p+1) 
1 1 1 1 1 1 


= + — 
n+1 n+2 n+2 n+3 


1 1 1 


n+1 n+p+1 n+1 


+Xp2 H+ X 


n+1 


|x 


n+p 


n+p n+p+t 
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dacă pase adică pis 
€ € 


Ti z : 
Fie n, -|2 şi atunci (v)n=n,, (v)p =1 vom avea |Xn+1+ Xn+2 +--+ Xn+p| < £ 
E€ 


acacia El Ccosnx 
deci seria $, ————— este convergenta. 
2 n(n+1) 


Teorema 3.1.4. Dacă seriile x, şi J y, sunt convergente şi a,peR, 
n=1 n=1 


atunci seria > (ax, + Byn) este convergentă şi X (axn +Byn)=a ÈE Xn +B Eyn. 
n=1 n=1 n=1 n=1 


Demonstratie. Rezultă imediat folosind şirurile sumelor parțiale asociate 


seriilor date. m 
3.2. Serii cu termeni pozitivi 


Definiţia 3.2.1. O serie Xa se numeşte cu termeni pozitivi dacă există 
n=1 


n.eN' astfel încât x,>0,(v)n>n,. De obicei considerăm n =1, deci 


x, > 0,(v)n>1. 


00 
Observaţie. Dacă seria >x, este cu termeni pozitivi, atunci şirul 
n=1 


sumelor parţiale (S,) este monoton crescător. 


Într-adevăr, Sr - Sn=Xn1 20, (v)n=>1. 


Teorema 3.2.1. (Criteriul monotoniei). O serie DX, cu termeni pozitivi 
n=1 


este convergentă dacă şi numai dacă şirul sumelor parțiale (S,) este mărginit 


superior. 
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Demonstraţie. “=” evident. 
"<" Presupunem că (S,) este mărginit superior. Cum (S$,) 


este şi monoton crescător, din teorema lui Weierstrass rezultă că este 


[9.€) 
convergent deci seria pap a este convergentă. E 
n=1 


o0 
Să remarcăm faptul că, dacă seria cu termeni pozitivi x, este 
n=1 


00 
divergentă atunci lim S, =+% şi astfel vom scrie >. x, = +0. 
Le dee) n=1 


ale 


a? 


Exemplu. Fie seria > 


a>1, numită şi seria Riemann (sau seria 
na N 


armonică generalizată). 


Vom avea x, Spui şi Sh Te tat Fie neN* şi meN astfel încât 
n n 


ma pie DI: 


Vom avea: 


1 1 1 1 141 1 1 1 1 
S, =1+ + + +—+— + + +— +...+ + 
2 3 4 5 6 Aa 8 9° 15% 


(2) F+ G 
1 m+1 
e cil 1z] PEE Did 
m 1 1 a-1 
(2") ii To 2-1 


a 


O 


deci (S, ) este mărginit superior şi atunci seria y 


este convergenta. 
n=1 n 


Teorema 3.2.2.( Criteriul de comparație de speta | ). 
Fie seriile Xx, Xy, unde 0<x, <yp(Yh=1. Atunci: 
n=1 n=1 


00 


00 
a) Dacă seria y este convergentă, rezultă că şi seria XA este 
n=1 n=1 


convergentă. 
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00 00 
b) Dacă seria $` x, este divergentă, rezultă că şi seria $ y, este 
n=1 n=1 


divergentă. 
Demonstraţie. Fie s, = ST, = Sy. Cum x, <y,,(v)n 1 rezultă 
k=1 k=1 
S, <T,(v)n=1. (3.1) 
a)Dacă seria Yy, este convergenta atunci (T,) este convergent, deci 
n=1 
mărginit superior şi din (3.1), rezultă că (S,) este mărginit superior. 
Folosind teorema 3.2.1 rezultă că seria Sx este convergentă. 
n=1 


b) Prin reducere la absurd, folosind a). = 


Exemplu. Fie seria >, a a<1. 


este divergenta 


3|= 


Evident avem „=> (v)nz1 şi cum seria >, 
n n n=1 
A 


— este divergenta. 
n 


rezultă că şi seria >, 
n=1 


en 


O 


În concluzie seria Riemann >a este convergentă pentru a>1 şi 


n1 N 


divergentă pentru a <1. 


Teorema 3.2.3. (Criteriul de comparație de speța a-ll-a). 


Fie seriile 
A Yy, cu x, >0,y, >0,(v)n=1 şi Š= < Ym (y)n>1. (3.2) 
n=1 n=1 Xn Yn 

Atunci 


00 00 
a) Dacă seria XA este convergentă, rezultă că şi seria 3 Xp este 
n=1 n=1 


convergentă. 


00 00 
b) Dacă seria $` x, este divergentă, rezultă că şi seria >. y, este divergentă. 
n=1 n=1 
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Demonstratie. Din (3.2) vom avea 
X 


X X a i 
Xa < Ya Xa e Ya, n <n (v)n>2. Înmulțind membru cu membru aceste 
XV X2 Ya Xn-4 Yna 


inegalităţi obținem Xn <Yn, adică x, < X1y,„(v)n=1. Demonstrația se încheie 
X1 yı yı 


folosind teorema 3.2.2. m 


Teorema 3.2.4. (Criteriul comparaţiei la limită). 
Fie seriile >x,, Sy, „CU X,» Y, > 0, (v)n=1. Presupunem că există 
n=1 n=1 
X n 
Nae Yia 


a) Dacă L e (0,%) rezultă că cele două serii au aceeaşi natura. 


= L . Atunci 


b) Dacă L = 0 şi seria Va este convergentă, rezultă că şi seria 
n=1 


o0 00 
XX, este convergenta, iar dacă seria IXa este divergentă, rezultă că şi seria 
n=1 n=1 


$ yn este divergentă. 


n=1 


00 00 
c) Dacă L =+% şi seria $ x, este convergentă, rezultă că şi seria > y, 
n=1 n=1 


00 
este convergentă, iar dacă seria Ya este divergentă, rezultă că şi seria 


n=1 
>, xn este divergentă. 
n=1 
Demonstraţie. 
5 SR Ec 
a) Dacă L e (0, œ), (a)n, €N, astfel încât Pali (v)n > n, sau echivalent 
Yn 


=Y < Xa <a (v)n2 no. 


Demonstrația se încheie folosind teorema 3.2.2. 


E 


b) Cum L =0, (3)n, €N, astfel încât n <1, (a)n > n, sau echivalent 


n 


X, < Yn (v)n >n, şi demonstraţia se încheie folosind din nou teorema 3.2.2. 


c) Dacă L = +, (3)n, € N astfel încât Ž* =1, (v) n >n, sau echivalent 
Yn 
xX, > Ya (Y)n >n, şi demonstrația se încheie folosind din nou teorema 3.2.2. m 


1 1 


Cum seria >, — 


Exemplu. Fie seria 3 este divergenta şi 


Anal. Zi n” 
e 
in) ASI = e (0, œ), rezultă că 5 Î___ este divergenta. 
d audi n2 V3 n V3n+1 


Teorema. 3.2.5. (Criteriul condensării). 
Fie (x, ) un şir descrescător de numere pozitive. Atunci seriile 


00 00 
DX şi 3,2"xX, au aceeaşi natură. 
n=1 n=0 


Demonstrație. Fie (S,) şirul sumelor parțiale asociat seriei $` x, şi (Tn) 
n=1 


şirul sumelor parțiale asociat seriei S2 K Fie neN şi meN astfel încât 
n=0 


2" < n < 2" Atunci 


Sp = X4+X2+...+Xn < X4+X2+...+X na T 


= X4 + (X2+X3)+(X4+X5+X6+X7)+... +(X aat )< 


2m+1_4 
<X, + 2x34 27Xp +... +2"X m Tm. adică SiS Tin: (3.3) 
Cum 2" <n avem 


S, = Xp +X; hot Xa Z X HX, feet Xa = 


= > 
X4 + X2 + (X3 +X4)+(X5 +X6 + X7 +Xg) +... +(X m14 Tet X m) > 
E 1 k > 
> X4 +X2 + 2X, 2 +2x 3 perom Xoin > Tm, care împreună cu (3.3) 


1 g l . i 
conduce la 3 Îm < Sa < Tm, de unde rezultă imediat concluzia teoremei. m 
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2< 1 
Exemplu. Fie seria >, . 
= nlnn 


1 : i 2 
Avem Xa deci (Xn) este un şir de numere pozitive monoton 
ninn 


descrescător. 


zi = E 1 2 1 ; 
Pe de altă parte 2x, = 95 21 ——— => ——, care este divergentă , 
p 2, 2, 2" In 2" 2, n In2 g 


deci seria dată este divergentă. 


Teoremă 3.2.6. (Criteriul raportului sau al lui D'Alambert). 


Fie seria $. Xn, Xn >0,(v)n 21. Atunci 


n=1 


a) Dacă (3) k e [0, 1) şi n €N astfel încât Xa <k, (Y)n 2n, rezultă că seria 
X 


n 


o0 
$ x, este convergentă. 
n=1 


b) Dacă (3)n €N astfel încât ara 1,(v) n > no, rezultă că seria d Xa este 
n n=1 


divergentă. 


Demonstratie. a) Fără a restrânge generalitatea putem presupune no = 1 
şi atunci 
Xn < kXp4 < K°Xp 2 <... < k x (n 21. 


Cum $ kx =x} k" , care este convergenta, din teorema 3.2.2. 
n=1 


n=1 


rezultă ca şi seria x, este convergenta. 


n=1 


b) Vom avea 


Xn > Xn-1 > Xn-2 2...2 Xa, > 0,(v)n > No, deci limx, #0 şi din teorema 3.1.2 rezultă 
No 


că seria este divergentă. m 
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Consecinţă. (Criteriul raportului la limită). 
Fie seria pie a , CU Xn>0, (Y)n 21. Presupunem că (3) lim Ša ZL, Atunci 
n=1 n> X 


00 
a) Dacă L < 1 rezultă că seria $x, este convergentă. 
n=1 


n=1 


b) Dacă L > 1 rezultă că seria >. x, este divergentă. 
(În eN astfel încât ŽŽ% <k, 
Xn 


Demonstrație. a) Fie L<k<1;atunci 


00 
(v)n > n, şi folosind teorema 3.2.6 rezultă că seria pa este convergentă. 
n=1 


Xm >4(v)n>n, şi folosind 


b) Din definiţia limitei (3)n, €N astfel încât 
XA 
teorema 3.2.6 rezultă că seria este divergentă. m 
Exemplu. Fie seria >, T 
n=1 
Atunci x, = La > 0,(v)n >1 şi lim Sia. i <1, deci seria este convergentă. 
n= Xp 


Teorema 3.2.7.(Criteriul rădăcinii sau al lui Cauchy). 


Fie seria $` xn, Xn >0,(v)n= 1. Atunci 
n=1 
a) Dacă (3)k e [0,1) şi ng €N astfel încât y x, <k, (Y)n2n, rezultă că seria 


X, este convergentă. 
o0 
XX 
1 


1, Ms 


n 
n 


b) Dacă (3)no €N astfel încât 3x, 21, (Y)n >n, rezultă că seria 


este divergentă. 


255.3 


Demonstraţie. a) Vom avea x, <k",(v)n>ng şi cum seria ik" este 


n=1 


convergentă, folosind teorema 3.2.2 rezultă că şi seria x, este convergenta, 


N=ng 


deci seria >. x, este convergenta. 


n=1 


b) Vom avea x2 1, (v)n=>n,, deci lim x, #0 şi din teorema 3.1.2 rezultă că 
n 


a a) 


seria este divergentă. m 


Consecinţă. (Criteriul rădăcinii la limită). 


Fie seria $ x, x, >0, (v)n =1. Presupunem că există limn/ x, =L. Atunci 


n=1 


00 
a) Dacă L<1, rezultă că seria $x, este convergentă. 
n=1 


b) Dacă L>1, rezultă că seria `x, este divergentă. 
n=1 
Demonstraţie. 
a) Fie L<q<1 şi din definiţia limitei (3) n, e N, astfel încât 1Jx, <q, (v)n=n, şi 
folosind teorema 3.2.7 rezultă că seria este convergentă. 
b) Din definiţia limitei (3)n, e N astfel încât n/ x, >1, (v)n >n, şi din teorema 


3.2.7 rezultă că seria Sx, este divergenta. E 


n=1 


n n 
7 ; z n n ; 
Exemplu. Fie seria —— | . Avem x, =| — 0, (v)n=>1 
i He i ii = PRAEG 


; z n 1 ; : = 
lim 1] x, = lim — =+ <1, deci seria $x, este convergenta. 
no n>» 2n—1 2 S] 
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Teorema 3.2.8. (Criteriul lui Raabe-Duhamel). 


Fie seria Six, x, >0, (v)n >1. Atunci 


n=1 


Xh 


a) Dacă există k>1 şi nọ €N astfel încât | -1 >k, (v)n >n,, rezultă că 


n+1 


o0 
seria $ x, este convergentă. 
n=1 


Xa 


b) Dacă există nọ € N, astfel încât | - <1, (v)n=>n;, rezultă că seria 


Xa 
00 
>. xn este divergentă. 
n=1 
Demonstraţie. 
a) Fără a restrânge generalitatea, putem presupune no = 1 şi atunci 


NXp — Xa 2 KXn, (Y)n 2 1, de unde 


NXn —NXa4 > 
Adunând aceste inegalităţi obținem 
X4 + X2 +... + Xa — Xa 2 K(X2 + X3 +... + Xa), adică 
S, — Xa > K(S, + Xa — X1), (Y)n 21, de unde 


S,(k—1)< kx; = hp Ka < kx, (Y)n 21, şi atunci S, < Si 


„(Y)n=>1, 
p V) 


adică şirul (Sp) este mărginit superior şi conform teoremei 3.2.1 seria $ x, este 
n=1 


convergentă. 


b) Presupunem din nou no=1 şi atunci nx, -nX < Xa, (v)n 21, de unde 


n , n—1 n-1 n-2 1 1 
X > —X , (Y) n >21 Şi X, > — Xa 2 . "t — X41 =— X4, (V) n21. 
n+1 n41 n (v) Ş n n n-—1 n n—1 2 1 n 1 (v) 


Cum seria DL x, este divergenta, din teorema 3.2.2 rezulta că seria >. x, este 
n 


n=1 n=1 


divergenta. E 


ASTE 


Consecință. (Criteriul lui Raabe-Duhamel la limită). 


Fie seria $ x, x, >0, (v)n =1. Presupunem că există lim | Xa -1 =L. 
n> X 


n=1 n+1 


Atunci 


o0 
a) Dacă L>1, rezultă că seria `x, este convergentă. 
n=1 


00 
b) Dacă L<1, rezultă că seria >.x, este divergentă. 
n=1 


Demonstraţie. a) Fie L > k > 1. Din definiţia limitei (3h, e N astfel încât 


n=1 


| Xa A (v)n>n, şi folosind teorema 3.2.8 rezultă că seria x, este 


n+1 


convergenta. 


Xh 


b) Din definiția limitei (3)n, €N, astfel încât | asa (Wn>n, şi 


n+1 


90 
folosind teorema 3.2.8 rezultă că seria $ x, este divergentă. m 
n=1 


Exemplu. Fie seria 5 1.3.5...(2n-1) 
£ 2.4.6...(2n) 


1.3.5....:(2n—1) 


a > 0, (v)n=1 şi 
2.4.6....:(2n) LL 


În acest caz x, = 


lim | Xn -1] = lim (2 1) = ; <1, deci seria $x, este divergentă. 
n=1 


Teorema 3.2.9. (Criteriul logaritmic). 


Fie seria $ x, x, >0, (v)n =1. Atunci 
n=1 
In A 
Xa 


mzk, (v) n>n, rezultă că seria 
n nN 


a) Dacă (3)k >1 şi ng €N astfel încât 


o0 
$ xn este convergentă. 
n=1 
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1 
In — 
Xn 


In n 


[0.0] 
<1, (Y) n >n,, rezultă că seria Xx, 
n=1 


b) Dacă (3)n, € N, astfel încât 
este divergentă. 


Demonstratie. 
a) Fără a restrânge generalitatea, putem presupune ny= 1 si atunci 


Hekin (v) n =1, de unde Zant (v)n>1, sau echivalent x, z (v)nz1. 
n 


n n 


Cum seria Dak este convergentă (deoarece k>1), folosind teorema 3.2.2 
n=1N 


00 
rezultă că şi seria >, x, este convergentă. 
n=1 


b) Presupunem din nou no= 1 şi atunci nsin n, (v) n >21, de unde 
X 


n 


X2 1, (v)n > 1, şi cum seria $- este divergenta, folosid din nou teorema 3.2.2 


n=1 


rezultă că şi seria >. x, este divergenta. m 


n=1 


Folosind teorema 3.2.9 şi definiția limitei se obţine imediat criteriul 
logaritmic la limită: 
1 


Xh =L . Atunci: 
n 


Fie seria Yx x, >0, (v)n >21. Presupunem că (3)lim 


n=1 


00 
a) Dacă L > 1, rezultă că seria $` x, este convergentă. 
n=1 


[0.0] 
b) Dacă L < 1, rezultă că seria $x, este divergentă. 
n=1 


: . lnn 
Exemplu. Fie seria > >. 


n=1 
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nn m X . 2inn-Iniinn 
—>0, (v)n>2 şi lim — = lim (nn) 
n n>æ NN n= Inn 


n l 
In acest caz, x,= =2>1, 


de unde rezultă că seria >. x, este convergenta. 


n=1 


3.3. Serii cu termeni oarecare 


(9.9) 
Definiţia 3.3.1. O serie * Xp, Xa €R se numeşte cu termeni oarecare 
n=1 


dacă are o infinitate de termeni pozitivi şi o infinitate de termeni negativi. 


Definiţia 3.3.2. O serie x, cu termeni oarecare se numeşte absolut 
n=1 


convergentă( pe scurt (AC)), dacă seria modulelor > |n] este convergentă. 
n=1 


o0 
O serie `x, cu termeni oarecare se numeşte semiconvergentă dacă este 
n=1 


convergentă, dar nu este absolut convergentă. 


Teorema 3.3.1. O serie absolut convergentă este convergentă. 


00 
Demonstraţie. Presupunem că seria >. x, este absolut convergentă. Din 
n=1 


criteriul lui Cauchy, pentru (v)z > 0,(3)n, eN astfel încât (v)n=n, şi (v)p=1 


avem [xnl FX +... +|x < e şi atunci (v)e >0, (3)n, €N astfel încât (v)n >n, 


il 


şi (v)p>1 avem pu Xa en < e şi folosind din 


< xn] + Xn+2| +--+ ia 


nou criteriul lui Cauchy rezultă că seria >. x, este convergenta. = 


n=1 
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i a sin nx 2 sin NX 
Exemplu. Fie seria >, xeR. In acest caz x,= 


MVnet n? +1 


1 i (v)n=1. Cum SC) folosind teorema 3.2.2, 


< < ; : 
Nin +1 n ai n 


sin nx 
Vn +1 


x] = 


rezultă că > |x„ (C), deci > x„(A.C) şi din teorema 3.3.1 rezultă că > x,(C). 
n=1 n=1 


n=1 


Teorema 3.3.2. (Criteriul lui Dirichlet). 


(9.9) 
Fie seria a cu şirul sumelor parțiale mărginit. Dacă (yn) este un şir 
n=1 


00 
monoton descrescător cu limita zero, atunci seria >. x,y, este convergentă. 
n=1 


n n 
Demonstraţie. Fie S, = $. Xp, Ta = Y XkYk şi M>0 astfel încât 
k=1 k=1 
s,|<M, (v)n=1. 
Pentru n, peN vom avea: 


T 


n+p în 


T 


E X nY na + X n2 Y n42 PX apy nep 


Vi (Sia -= Sp + Yn (Sau S ul. a - Smp) = 


< 


sai |- YnaSn + Spa Yna EE E R aa Si) PRR = nsp 


< 


< Yns1|Sn|+ Sna Yns1- Yna) + -+ Sao all = Ynip) + YnsplSnsp 

< Myn +M(Yns1 = Ym) +MlYnsp-1— Ynsp)+ MYnp = 

= 2Myn 1 + M(Yn+1 — Yn+2) +- + M(Ynap-1— Ynsp + Mynsp = 2Myn,1 (am folosit 
faptul că y->0 şi (yn) monoton descrescător). 


Fie e >0; cum y, —0,(3)n,eN astfel încât (v)n=n,, avem VAR: i şi 


atunci (v)n=n, şi (v)p =1, |T,» —T,| < 2My,„„ < e, deci (Tn) este şir Cauchy. 


T 


Rezultă, deci, că (Ta) este convergent, adica seria Yx.y, este 
n=1 


convergentă. m 
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Teorema 3.3.3. (Criteriul lui Abel). 


Dacă seria 5x este convergentă şi (yn) este un şir monoton şi mărginit, 
n=1 


00 
atunci seria Y. x,y, este convergentă. 
n=1 


Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea, vom presupune că (yn) este 


monoton şi descrescător cu limita y eR. Fie z, =y,-y,(v)n=1; atunci (Zn) este 


00 
un şir monoton descrescător cu limita zero. Cum seria Y.x, este convergentă, 
n=1 


are şirul sumelor parţiale mărginit, şi folosind criteriul lui Dirichlet rezulta că seria 


o0 
$ XnZn este convergentă 
n=1 


Avem X,Y, = Xa(Za + Y)= XZ +YX„ (V)n=1, şi cum seriile $ X,Zn, X. YXn 
n=1 n=1 


00 
sunt convergente, rezulta că şi seria > x,y, este convergentă. E 


n=1 


3.4. Serii alternate 


00 
Definiția 3.4.1. O serie >. x, se numeste serie alternată dacă X„Xn+1< O, 
n=1 


(v)n>1. 


Observatie. O serie alternată poate fi scrisă în una din următoarele două 


3 n-1 oi n 
forme: X (-1) x, sau $ (-1) x,, unde x, >0, (v)neN'. 
n=1 n=1 


Teorema 3.4.1. (Criteriul lui Leibniz). 


Dacă (xn) este un şir monoton descrescator cu limita zero, atunci seria 


5C 1Y-1x, este convergentă. 


ü= 


= 
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Demonstraţie. Cum seria X (1! are şirul sumelor parţiale mărginit 
n=1 
(S-=0 pentru n par şi S.=1 pentru n impar) iar şirul (xa) este monoton 


descrescător şi convergent la zero, rezultă, conform criteriului lui Dirichlet, 


[0.0] 
că seria X (-1)""x, este convergentă. a 
n=1 
Exemplu. Fie seria 1 . Seria se scrie sub forma 5C X, „ unde 
n=1 n=1 


XI 5 i, (vh >1. Cum (xn) este monoton descrescător şi lim x, =0 rezultă, 
n n=% 


z 1 
conform criteriului lui Leibniz, că seria X (1) 1— este convergentă. 
n 
n=1 


Observație. Cum seria modulelor >, 


n=1 


( pl Sa este divergentă 


n=1 


rezultă că seria este semiconvergentă. 
Probleme propuse 


1. Folosind definiţia, să se studieze natura seriilor: 


. Z 1 < n 
mi Daca ee) ut) DL 


b) > (nr2- 2Jn+1+vhn]; e) Y sin znz CO zi) Zoos. 


n=0 n=1 
2. Folosind criteriile de convergentă, să se studieze natura seriilor: 
00 n n [0.0] 
a) S) ' b) sinn ; 
n=1 


2 1 


Inn 
c) $ — ; d) 2 -m 
> n A pornea 


e) > sin” . niw ~n- 2 keR: 
n=1 n=2 
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9) 5 Aa h) 5 
n=1 n=1 
(Aye g n! 
i) 2, (2n)! l i) 2 aa 31) (EET a a i 


ala +1)..(a+n-1) 


k j na, b, ; 
l> ba boen) AA 


N $ Ci = i e 
n12 +3 na 3n-2 

i ra 1 i ar 

XC E 9 ÈT 

o BAG: 


3. Să se determine valorile parametrului real x pentru care seriile 


următoare sunt convergente: 


00 Dn-1 sie Sant! 

4. Să se arate că seria Y—— 
1 3" 

n= 


al < 3 este convergentă şi să se 


determine suma sa. 


5. Folosind, eventual, seriile să se arate că: 


k 
a) lim ™— =0, unde k>0,a>1; 
noa 


n | 
b) şirul cu termenul general x, = > 


k=1 


este convergent. 
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6. Să se arate că seria Dai este convergentă şi are suma e. 
n20 N! 


00 o0 
7. Să se arate ca, dacă seria $` nx, converge atunci şi seria $` x, 
n=1 n=1 


converge. 


o0 
8. Să se arate că, dacă seria Saa este convergentă, atunci 
n=1 


00 
RX i 
seria >. —" este absolut convergentă. 
n=1 
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CAPITOLUL 4 


FUNCȚII ÎNTRE SPAȚII METRICE 


4.1. Limita unei funcții într-un punct 


Fie (X,d,) ,(Y,d,) două spaţii metrice. 

Dacă ae X,beY,r>0 vom nota cu B(a,r) şi B(b,r) bilele deschise în X şi 
respectiv în Y. 

Problema limitei într-un punct consta în cercetarea comportării funcției în 
vecinătatea unui punct fixat, mai precis ce se întâmplă cu valorile funcţiei atunci 
când argumentul său se apropie "din ce în ce mai mult" de punctul fixat. 

Deoarece comportarea funcţiei în vecinătatea unui punct fixat se poate pune 
chiar dacă funcţia nu este definită în acel punct, dar trebuie să existe puncte din 
vecinătatea lui în care funcţia să fie definită, punctul dat trebuie să fie de 
acumulare. 

Fie f:AcX>Y şiacA.. 


Definiția 4.1.1. Un punct L e Y se numeşte limita funcţiei f în punctul a şi se 
notează L= limf(x) dacă (v)Ves(L) (3)Uce 9(a) astfel încât (v)xeUnA,xza 


rezultă f(x)e V. 


Teorema 4.1.1. (de caracterizare a limitei într-un punct). 

Fief:AcX-—Y,aeA'şi Le Y. Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

a) L = lim f(x); 

b)(v)z>0,(3)5,>0 astfel încât (v)xeA,xza cu d,xa)<5, rezultă 
d2(f(x), L) < e ; 


c) (v)(x,)e A,x, za,x, >a rezultă că f(x,)—> L. 
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Demonstraţie. 

a) >b) Fie s>0 şi V,=B(L,e)e9(L); atunci (3)U, esa) astfel încât 
(v)xeU.nA,xza rezultă  f(x)eV,. Cum U,e9(a)(3)5,.>0 astfel încât 
B(a,5.)<U, şi atunci (v)xeA,xza cu d,(x,a)<5, rezultă xeB(a,5,)cuU, şi deci 
f(x)e V, = B(L,s), adică d,(f(x),L)< e. 

b) > c) Fie (x)cAx-zaxy—a şi s>0; din b) (35, >0 astfel încât 
(v)xeA,xza cu d,(x,a)<5, avem d,(f(x),L)<e. 

Cum x, —a,(3)n, eN astfel încât (v)n >n, avem d1(Xn, a) < 5; o 


© x, eB(a,5,)(v)n=n, şi atunci d,(f(x,),L)< e,(w)n >n, adică f(x, )—L. 


c) =a) Presupunem prin absurd că (3)Ves(L) astfel încât (v)U e 9(a) 


(3xyueUnA,xuza astfel încât f(xy)zV. Luând U,= (a, e 9(a),(v)n =1 
rezultă că există un şir (x,)c ala 1) MA,X, za, deci x, —a astfel încât 
f(x, )z V,(v)n =1, care contrazice faptul că f(x,)—L. a 


Observaţie. Din această teoremă rezultă că, dacă există două şiruri 


(x), x )e A\fa}, convergente către a astfel încât lim f(x, )z lim f(x!) sau cel 
No N 


puţin una nu există atunci funcţia f nu are limită în punctul a. 


Exemplu. Fie funcția f:R21(00)=R, f(x y)=————. Fie şirul 
X +y 
(Zn)c R? \ {(0,0)}, Za = (2.2) — (0,0), unde a,ß eR. 
ap 
Avem f(z,)= nn = AP — adică limita șirului (F(2,)) depinde de a şi 
ap al +B 
n n 


B. Astfel, spre exemplu fie 


11 a 1 
Za G , 9 (0,0) ŞI l (za) 2 7 


m0 


Si A 


zi = (2.2) = (0,0) şi limf(z,)= 


|N 


„ deci (3) dim „f y). 


Observatie. Din definiția cu şiruri a limitei unei funcții într-un punct şi 
folosind faptul că limita unui şir de puncte dintr-un spațiu metric este unică, 
rezultă că dacă f:AcX-—Y are limită în aeA' atunci această limită este 


unică. 


Dacă X=R,Y =R şi f: A cR >R, f=f(x), f se numeşte funcţie reală. 

Dacă X=R“,k>2,Y=R şi f:AcR >R, f = f(x4,X2,....Xķk), f se numeşte 
funcție reală de variabilă vectorială x = (x,,x2,...,x,), sau de k variabile reale x4, 
S CR 

Dacă X=R,Y =R", m22 şi f: A cR >R",f =f(x), atunci t(x)e R”,(v)x €A, 
deci f(x) este de forma f(x) = (f,(x),f,(x)....f„(x)), (v)x e A, unde 
fu A >R. 

În acest caz, funcția f este de forma f= (f, fz,...,fn) şi o numim funcție 
vectorială de variabilă reală. 

Dacă X =R“,k > 2,Y =R",m>2 şi f:R* —>R",f = f(x) atunci f este de forma 
f = (f,fa,..-,fn) şi o numim funcție vectorială de variabilă vectorială 


X = (X, X2,- X; ) sau de k variabile reale x4, X2,...,Xķ: 


Folosind definiția limitei cu şiruri şi teorema de caracterizare a convergentei 
unui şir în spațiul metric R”,m > 1, se obține imediat 
Teorema 4.1.2. O funcţie f:A cR" >R',f = (f, f2.. fn) are limită în 


ae A' egală cu L=(L,„L,...„L,)eR” dacă şi numai dacă există simultan 


lim f(x)= Li =1,m. 


În acest caz lim f(x) = [lim f,(x), lim î,(x),..., lim fẹ, (x)). 


- 68 - 
În continuare vom considera funcţii cu valori reale f : A c (X,d)>R. 


Teorema 4.1.3. Fie fg:AcX-R şi aeA'. Dacă (3)limf(x)=L, €R, 
lim g(x)=L, eR atunci 


a) există lim (f+9)x)=L,+L,; 


x>a 


b) există lim (fg\x)= LL, ; 


x>a 


c) există lim E o- E, dacă L, +0 şi g(x)z0, (v)xeA. 


x>a g 2 


Demonstratie. Rezultă imediat folosind definiția cu şiruri a limitei unei funcții 


într-un punct şi proprietățile cunoscute de la şiruri. E 


Teorema 4.1.4. (Criteriul majorării). 
Fie fg: Ac X—>R, aeA' şi Ve 9(a) astfel încât 
lf(x)-L| < g(x} (vx e VAA, x +a, unde LeR. 


Dacă (3)lim g(x)=0 atunci (3)lim f(x)=L. 
x>a x>a 


Demonstraţie. Fie (x,)c A,x, zax, >a. Cum x,>a, (a)n, €N, astfel 
încât x, e V,(v)n= n, şi atunci |f(x,)-L| < g(x ,}(v)n = ne. 


Cum (3)lim g(x)= 0 rezultă g(x ,)—> 0 şi atunci f(x )—> L, deci (3)limf(x)=L. m 


Exemplu. Fie limita lim (x? +y2 sin 
j Mal y?) ay 


Cum |(x2 +y°)sin < x2 +y’, (v(x, y)= (0,0) şi 


x2 + V2 


2 2 


1 
li ?4+y?)= ltăcă li ? 4 y? si =0. 
nim k + y?) = 0 rezultă că im ok +y jin- A 0 


În continuare vom considera funcții reale de variabile reale, f: A CR >R. 


Dacă a este punct de acumulare pentru mulţimea A, = A ^n(-%,a)={x€A:x<a} 
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atunci vom spune că a este punct de acumulare din stânga pentru A, adică este 
satisfăcută definiţia punctului de acumulare, utilizându-se doar punctele xe A cu 
x<a. 

Analog, dacă a este punct de acumulare pentru mulţimea 


A, = An(a,o)=!xe A:x >a}, atunci vom spune căa este punct de acumulare 


din dreapta pentru A. 


Definiţia 4.1.2. Fie f: A cR >R, aeA', şi A,=An(-oa). 

Functia f are limită la stânga în punctul a, egală cu L, dacă fla; are limită în 
punctul a, adică (v)ves(L.), (3)U e 3(a) astfel încât (v)xeUnA,„xza, avem 
f(x)eV. 


Vom nota aceasta prin L, = lim f(x) sau f(a-0), lim f(x). 
x>a x—>a-— 


În mod analog se defineşte limita la dreapta în a care se notează 


L4 = lim f(x) sau f(a + 0), lim f(x). 


x>a 


Limitele la stânga şi la dreapta într-un punct se numesc limite laterale. 


Teorema 4.1.5. Fie f:AcR>R şi acA}. 


Atunci L, =limf(x) dacă şi numai dacă pentru orice şir strict crescător 


x<a 


(xa) c A, cu x, >a avem f(x,)>L 


s“ 


Demonstrație. Presupunem că există L, = lim f(x). 
x>a 


x<a 
Din teorema de caracterizare a limitei într-un punct cu şiruri, rezultă că, în 


particular, pentru orice şir strict crescător (x)= Acu x, = a avem f(x) Ls. 
Reciproc, să presupunem că pentru orice şir strict crescător (x, )e A, cu 
X, >a avem f(x, ,)>L,. 
Fie (x )c A4 un şir arbitrar (deci x, <a) cu X, >a. Atunci f(x,)>L,, 
deoarece în caz contrar extragem un subşir (x,. )c (xn) strict crescător cu limita 


a şi atunci f(x )—L,, contradicţie. m 
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În mod analog se arată 
Teorema 4.1.6. Fie f:AcR-—R şi a € A}. 


Atunci L, = lim f(x) dacă şi numai dacă pentru orice şir strict descrescător 


x>a 


(xa) cA cu x, >a avem f(x,)> L4. 


Legătura dintre limita unei funcţii într-un punct şi limitele laterale în acel 
punct este dată de: 

Teorema 4.1.7. Fie f: A cR >R şi a € A} 0Ab. 

Functia f are limită în punctul a dacă şi numai dacă există limitele laterale şi 
acestea sunt egale. 


În acest caz L = L, = La. 


Demonstraţie. Dacă (3)L = limf(x) atunci rezultă imediat că (3)L =L şi 


La = L. 
Reciproc, presupunem că L, =limf(x)=L, =limf(x). Vom arăta că 


x<a x>a 


(3) limf(x)=L=L4=L 


x>a 


Fie > 0; atunci (3)5', > 0,8", > 0 astfel încât 
(v)xe A,x<a cu |x-a]<5, > |f(x)-L,|<e şi 
(v)xe A,x >a cu x-a]<5", > |f(x)-Lu| <€. 
Luând ô, = min(',,5.) rezultă că pentru (v)xeA,xza cu |x-a|<5, avem 


f(x)-L.| <£, unde Ls = La, deci (3)lim f(x)=L =L, =L4. n 
Observaţie. Fie f:AcR-—R şi ae A'.Dacăa= to şil = oo , pentru a 


defini limf(x)=L folosim aceeaşi definiție 4.1.1 cu remarca că în acest caz 


considerăm vecinătăţi ale punctului + o . Trecând la caracterizarea cu şiruri va 


rezulta că lim f(x)=L dacă şi numai dacă (v)(x,)eA,x,za, cu limx, =a 
x>a n= œ 


(în R ) rezultă că lim f(x,)=L(în R). 
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4.2. Funcții continue 


Fie (X,d,),(Y,d.) spaţii metrice şi f:Ac X> Y . 
Definiția 4.2.1. Funcţia f este continuă în punctul aeA dacă 
(v)V e 3(f(a)),(3)U e (a) astfel încât (v)x ce UnA rezultă f(x)e V. 


În caz contrar, funcţia f este discontinuă în ae A. 


Intuitiv, funcţia f este continuă în a e A dacă f(x) este "oricât de aproape" de 
f(a) de îndată ce x este “suficient de aproape” de a. 

Observaţie. Dacă ae A este un punct izolat atunci orice funcţie f : A —> Y 
este continuă în punctul a. 


Analog cu teorema 4.1.1 obţinem 


Teorema 4.2.1. (de caracterizare a continuității într-un punct). 

Fie f:AcX-—Yşiae A. Următoarele afirmații sunt echivalente 

a) f este continuă în a; 

b) (v)e >0,(3)8, >0 astfel încât (v)x e A, cu d(x,a)< 5, rezultă 
da (f(x), f(a) )< e; 


c) (v xn) c A, Xn > a rezultă că f(x„)> f(a). 
Demonstratie. Analog cu demonstrația teoremei 4.1.1. = 


Observaţie. Din teoremele 4.1.1 şi 4.2.1 rezultă că dacă ae AnA' atunci 


f: A c X > Y este continuă în punctul a dacă şi numai dacă (3) lim f(x)= f(a). 
x>a 


Definiţia 4.2.2. Funcția f:AcX—Y este continuă pe A dacă este 


continuă în toate punctele din A. 


Exemplu. Fie f:RK—R, liniară, adică 


flax + By)= of(x)+ Bf(y), (v)a,peR, x,yeR*. 


Da 


Se arată că o aplicaţie liniară f pe R K este de forma 


k 
î()= 5 cixp (V)x= (X, Xz. X )E RY, unde c= (c4,C2,...,CK)E RK. 
Bi 


Dacă a €R“, a=(a„a»,.„a,) este fixat şi xR", X = (x4, X2,.., X,)e RE“ este 


[Se] [Soia] =el- 


(am considerat pe R“ norma euclidiană). 


arbitrar, atunci: 


Va rezulta că lim f(x)= f(a), deci f este continuă în a şi cum a este arbitrar 
x>a 


rezultă că f este continuă pe R“. 


În particular, funcţiile proiecție pr, :R*“ >R, pr(x)=x 


(Y) X = (X4: X23- Xk )E RK, i=1,k, sunt continue pe RE. 


Teorema 4.2.2. O funcţie f: A cR" >R”, k>1m21f = (f, fz,...,fn) este 
continuă în punctul ae A dacă şi numai dacă functiile f4, f2,...,fm sunt continue 


în a. 


Demonstraţie. Rezultă din definiţia continuității cu şiruri şi teorema de 


caracterizare a convergenţei unui şir în spaţiul metric R”, m >1. E 


Observatie. Din această teoremă şi exemplul anterior rezultă că o aplicaţie 


liniară f :R* > R” este continuă pe R“. 


Teorema 4.2.3. (de caracterizare a continuității pe un spatiu). 

Fie (X,d,),(Y,d-) spaţii metrice şi f :X— Y. Atunci următoarele afirmaţii 
sunt echivalente 

a) f este continuă pe X; 

b) (v)Dc Y , deschisă > 1(D) este deschisă în X; 

c) (v)F c Y, închisă = f(F) este închisă în X; 


d) (v)Acx > tlale TA). 


ET ai 


Demonstraţie. 


a) > d) Fie Ac X şi ye (A), y=f(x), cu xe A. Cum xeA, (3x)c A 


astfel încât x, > x. 


Cum f este continuă în x, rezultă f(x, )— f(x)= y, deci y e f(A) şi astfel am 
arătat că f(A)c A). 

d) > c) Fie FcY, închisă, adică F =F în Y, și fie A = f '(F). Conform 
ipotezei: 

tA )c IA) -= rr '(F))e F =F , de unde 

A cfA))e f(F)=A, 
şi cum A c A, rezultă A = A , deci A =f 1(F) este închisă în X. 

c) >b) Fie D c Y , deschisă; atunci F = Y LD este închisă. 

Conform ipotezei, f-1(F )= f 1(Y \D ) este închisă în X, de unde 
X\fF)= Xil) o)|=f0), şi cum f (F) este închisă, rezultă că 
f 1(D) este deschisă. 

b) > a) Fie a e X. Vom arăta că f este continuă în a. 

Fie D=B(f(a),£)c Y, deschisă. Conform ipotezei f'(D)cX este deschisă şi 
cum ae f'(D), (3)5,>0 astfel încât B(a,5,)c f'(D), de unde rezultă că 
f(B(a,5,))< B(f(a),), adică f este continuă în a. m 


Fie f:AllalcX-—Y, unde acA’. Dacă există limf(x)=L eY, atunci funcția 
f:A>Y, 


îl) 4, dacă x e A \ fa} 


a prelungeşte funcția f şi este continuă în punctul a. 
L dacă x=a 


În acest caz, spunem că f este prelungirea prin continuitate a lui f. 


Exemplu. 


sin x 


Fie f:R1!0!—R, f(x)= 


2 TĂ s 
Cum lim f(x)=1, funcţia f poate fi prelungită prin continuitate în punctul O. 


x—0 


sin X 


Prelungirea ei este funcția f :R > R , f(x)= daca AV 


1 dacăx=0 


Definiţia 4.2.3. O aplicație f:(X,d,)>(Y,d,) se numeşte izomorfism 
topologic sau homeomorfism dacă: 
a) f este bijectivă; 


b) funcţiile f şi f sunt continue. 


În acest caz, spunem că spaţiile X şi Y sunt homeomorfe. O aplicaţie ce 
satisface condiţia b) se mai numeşte şi bicontinuă. 

Să observăm că dacă f este homeomorfism atunci şi f“ este un 
homeomorfism. 

Dacă f:X-—Y este un homeomorfism spunem că spaţiile metrice (X,d,), 


(Y,d,) sunt homeomorfe. 
Exemplu. Funcţia f:R—R, f(x)=x* este homeomorfism a lui R pe R. 


Definiţia 4.2.4. O aplicaţie f : (X,d4)— (Y,d2) se numeşte izometrie dacă 

a) f este bijectivă; 

b) d2(f(x)f(y))= dulx,y), (v)xy eX. 

În acest caz, spunem că spaţiile metrice (X,d,), (Y,d,) sunt izometrice. 

Să observăm că dacă f este izometrie de la X la Y atunci şi f este o 
izometrie de la Y la X. 


Exemplu. Fie aeR" şi f:R"—R", f(x)=x+a. 
Este evident faptul că f este o bijecţie, iar 
| î9)-10)|=||x+a)-ty+a)]=]x-y 


Rezultă că orice translație este o izometrie. 


, (v)x,y e R", deci f este o izometrie. 


Să observăm, de asemenea, că orice izometrie este un homeomorfism. 


Într-adevăr, fie f:(X,d,)— (Y,d, ) izometrie. 
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Vom arăta că f este continuă. Fie x, eX şi e >0, arbitrar. Vom avea: 
f1(B(f(x0)2))= {x e X: f(x) € B(F(xo)e))= 
= fx e X: d2(f(x),f(x0))< £} = {x e X: d(x, xo) < £} =B(X0, €), 
deci f este continuă în xo şi atunci pe X. 


Analog se arată că f~ este continuă. 


4.3. Proprietăţi ale functiilor continue 


Teorema 4.3.1. Fie (X,d,),(Y,d,) spaţii metrice şi f : X = Y, continuă. Dacă 


Ac X este compactă, atunci f(A) este compactă în Y. 


Demonstraţie. Fie (D,), o acoperire deschisă în Y pentru f(A), adică 


iel 


f(A)e UD, Dc Y deschisă (v) iel. 


Atunci 
Acf(fA)ef” (uD.)= Uf"(D,) 


iel 


Cum f este continuă, din teorema 4.2.3, f '(D,) este deschisă în X, (v)ie! şi 


cum A este compactă în X, există J c1, finită astfel încât A c Uf"D,), de unde 
fA)cf (vf -(D)) = vf(f(D))) <yDi 


adică (D,)_, este o subacoperire finită pentru f(A). 


Prin urmare, f(A) este compactă în Y. m 


Corolarul 4.3.1. Orice funcţie continuă pe un compact dintr-un spaţiu metric 


este mărginită. 


Demonstraţie. Dacă f:(X,d,)—>(Y,d,) este continuă şi A c X este 


compactă, din teorema 4.3.1 rezultă că f(A) este compactă şi atunci este închisă 


şi mărginită în Y. E 
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Definiţia 4.3.1. Fie f : (X,d) >R, Ac X şi M=supf(x), m = inf f(x). Spunem 
xeA XE 


i) Funcția f îşi atinge marginea inferioară pe A dacă (3)aeA astfel încât 
m=f(a). 

ii) Funcţia f îşi atinge marginea superioară pe A dacă (3)be A astfel încât 
M = f(b). 

iii) Functia îşi atinge marginile pe A dacă îşi atinge marginea superioară 


cât şi marginea inferioară. 


Teorema 4.3.2. (Weierstrass). Dacă A este o submulțime compactă a 
spaţiului metric (X,d) şi f:A-—R este continuă atunci f este mărginită pe A şi îşi 


atinge marginile. 


Demonstraţie. Din corolarul 4.3.1 avem că f(A) este mărginită în R. 

Fie M = sup f(x) şi m= inf f(x). 

Din definiția marginii inferioare există un şir (x,)c A astfel încât f(x, )—> m şi 
cum A este compactă, există un subşir (x, ) al lui (x,)c A, convergent la un 
punct din A, x, >a € A. 

Cum f este continuă, avem f(x, )— f(a) şi cum f(x, ) > m, folosind unicitatea 


limitei unui şir convergent într-un spaţiu metric, rezultă f(a) = m. 
Folosind definiția marginii superioare se arată în mod asemănător că 
(3)b e A astfel încât f(b) = M. m 


Observaţie. În particular, dacă X=R, A = [a, b], abeR, a<b se obţine 
teorema lui Weierstrass cunoscută din liceu: 


Teorema 4.3.3. Dacă f: [a, b] —R este continuă atunci f este mărginită şi îşi 


atinge marginile pe [a, b]. 


STT 
Definiția 4.3.2. Fie (X,d) spațiu metric. O submulțime Ac X se numeşte 
conexă dacă nu există două mulțimi deschise D,D,c X cu proprietățile 
i) D,^A = Ø, DOAZ Ø; 
ii) A cD, U D;,; 
iii)  D,OD,nA=a. 
În caz contrar, spunem că A este neconexă. 
Spunem că spațiul metric (X,d) este conex dacă nu există două mulțimi 


deschise D,D.c X nevide şi disjunte astfel încât X =D, o D,. 


Exemple. 
1. AcR, A=(-2, 1] o [5, 6) nu este conexă. 


2. AcR?, A= {x y)eR?:1<x? +y? <3} este o mulțime conexă. 


Teorema 4.3.4. O submulțime nevidă AcR este conexă dacă şi numai 
dacă A este interval. 


Pentru demonstraţie se poate consulta [11]. m 


Teorema 4.3.5. Fie (X,d,),(Y,d,) spaţii metrice, A c X, conexă şi f:A>Y, 
continuă. Atunci f(A) este conexă în Y. 


Demonstraţie. Presupunem prin absurd că f(A) nu este conexă. Atunci 
există două mulțimi nevide D,,D, c Y deschise astfel încât 

D,nD,nf(A)=0, D,nf(A)z8, D,nf(A)z8 şi f(A)c D, nD,. 

Cum f este continuă, mulțimile D, =f-(0,)D, =f(0,) sunt deschise în X. 
În plus, D +Ø,D, +Ø, DD,nA=f'(D)nfi(D,)nA=f"(D,nD,)nA=8, 
D, nA +Ø, D, ^A+Ø, iar AcD,uD,,ceea ce arată că A este neconexă, 


absurd. 


Corolarul 4.3.2. (Teorema valorii intermediare). 

Fie (X,d) un spaţiu metric, Ac X, conexă, f:A-—R, continuă şi a,b eA 
astfel încât f(a)< f(b). 

Atunci (v)A e (f(a),f(b)), (3)c e A, astfel încât f(c)= A. 
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Demonstraţie. Din teorema 4.3.5 rezultă că f(A) este conexă în R şi din 


teorema 4.3.4 f(A) este un interval în R. 


Cum f(a)f(b)e f(A) rezultă (f(a)f(b))c f(A) şi demonstrația este încheiată. m 


Teorema 4.3.6. Fie f,g:(X,d)—> R, continue şi A €R. Atunci 
a) f+g,fg, àf, àg sunt continue pe X; 


b) a (unde g(x)z 0,(v)x e X) este continuă pe X; 


c) |f| este continuă pe X. 


Demonstraţie. Rezultă imediat folosind caracterizarea cu şiruri. = 


Teorema 4.3.7. Fie f: A c (X,d)>R, continuă în acA şi f(a)+0. Atunci 


există o vecinătate V a lui a astfel încât f are semn constant pe VAA. 


Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea să presupunem că f(a)> 0. 
Fie eR astfel încât f(a)>A>0. Atunci (f(a)-1,f(a)+1)e 3(f(a)), în R şi cum f 
este continuă în a, (3)V e 9 (a) astfel încât (v)x e VA avem 


f(x) e (f(a)-,f(a)+1.), de unde f(x) > f(a)-2. > 0, (ve VAA. m 


Continuitate laterală 


Definiția 4.3.3. Fie f:D >R, DcR şi aelntD. 
i) Funcția f este continuă la stânga în a dacă (3)f(a-0)= f(a). 


ii) Funcţia f este continuă la dreapta în a dacă (3)f(a+0)=f(a). 


Folosind teorema de caracterizare a limitei unei funcții într-un punct 
cu ajutorul limitelor laterale (teorema 4.1.7) se obține: 

Teorema 4.3.8. Fie f:D >R, DcR şiaelntD. 

Atunci f este continuă în a dacă şi numai dacă şi numai dacă este continuă 
la stânga şi la dreapta în a. 
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4.4. Funcţii uniform continue 


Definiţia 4.4.1. O funcţie f:(X,d,) — (Y,d,) se numeşte uniform continuă pe X 
dacă pentru (v)s>0,(3)5,>0 astfel încât (v)x,yeX cu dx,y)<ă, 
rezultă d, (f(x)f(y))< e. 


Observaţii. 1. În timp ce noțiunea de continuitate are un caracter local, cea 
de uniform continuitate are un caracter global, ea definindu-se pe o mulţime. 

2. Din definiţie rezultă că, dacă există două şiruri (x,),(y,)c X astfel încât 
dixa Yn) > 0 şi d2(f(x,)fy,)) 0 atunci f nu este uniform continuă 

3. Din definiţie rezultă că, dacă f este uniform continuă pe X atunci f este 


continuă pe X. 


Exemplu. Fie funcţia f : (0,1]->R, f=. 


n 


Luând sly =n avem |x -yn >00 şi f(x )-flyn]=n—>%, deci f 
n n 


nu este uniform continuă pe (0,1]. Să observăm totuşi că f este continuă pe (0,1]. 
Din acest exemplu rezultă că o funcție continuă nu este în general uniform 


continuă. 


Teorema 4.4.1. (Cantor). Fie (X,d,)(Y,d,) spaţii metrice A c X , compactă şi 


f:A— Y continuă. Atunci f este uniform continuă pe A. 


Demonstrație. Presupunem prin absurd că f nu este uniform continuă, deci 
(a)e, >0 asfel încât (v)5 > 0, (3)x, y; € A cu d,(x,,y,)< 5 şi d,(f(x,),f(y,))> eo. 


Luând =, cu n21, rezultă că există două şiruri (Xn), (Yn) din A cu 
dim yn) <$ şi d2(f(Xn),f(yYn))2 eo. Cum A este compactă (3)x,ye A şi două subşiruri 


(xe le (x) şi (y Jc (yn) astfel încât x, —>X, Yą, >y.Cum difen Y < 22 >0, 
n 


vom avea d(x, y)< dlx, x, )+ dlx,.,y,.)+dly,..y)— 0, pentru n >, deci a(x,y)=0 şi 


atunci x = y. 
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Cum f e continuă avem f(x, )— f(x} fly, )— f(y) şi atunci 


so < d,(flx,. flys J) < alf 709) d2(fby,.),f(y))— 0, pentru n > œ, contradicţie. m 


Probleme propuse. 


1. Să se studieze existența limitelor: 


sin xy . 


a) lim ———; b) lim > c) lim xcos f 
) (xy)}>(2,3) x? + 3y ) (x.y)}>(0.2) Du x+y? 
d) lim =; e)lim(i+sinxk*; f) lim 22: 
(x,y)=>(0,0) X4 + x> (xy)}=(0,0) X+ y 
x X2y í 
lim —; h) lim “i lim |1+— 
9) (x.y}>(0,0) y? ) (x.y}>(0.0) x? + y? ) (xy}>l2 | 


2. Să se studieze continuitatea funcțiilor: 
X, xXeQ . 
x’, xeR\Q’ 
sin(x +y? 
b) f:R? >R, f(x, y)= arte 20) y)z (00). 
0, (x, y) = (00) 


a) f:R>R, 3) 


c) f:R? >R?, w)-[e any! 

3. Fie f:DcR-—R, monotonă. Să se arate că f are limite laterale în toate 
punctele de acumulare. 

4. Fie f,g:(X,d,)—>(Y,d,), continue. Să se arate că mulțimea 


A = fx e X: f(x)=g(x) ! este închisă în X. 


5. Fie (X,d) spaţiu metric, A c X,Az+8 şi f:X>R, 


f(x) = d (x, A)= inf d(x,a) . Să se arate că f este continuă pe X. 


6. Fie f,g:(Xd)>R, continue. Să se arate că mulțimea 


A = {x e X: f(x)< g(x) } este deschisă în X. 
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7. Să se determine funcţiile continue f:R—R cu proprietatea: 


f(x + y) = f(x) + f(y), (Y) x, y € R. 


8. Fie f:l—R,IcR, interval, f monotonă şi 


D, = { x e l: f discontinuă în x}. Să se arate că D, este cel mult numărabilă. 


9. Fie f:R—R continuă şi mărginită. Să se arate că f are cel puțin un 


punct fix, adică (3) x, €R astfel încât f(x,)= xo. 


10. Fie spațiul metric (d), unde: 
L” =((x,)eR:(x,) mărginit }, şi 


„xyeL, x= (x) y = (ya). 


d (x, y)= sup| x, -Yn 
neN 
Să se arate că L” nu este compact. 


11. Să se arate că funcţia f:R-—R, f(x)=sinx este uniform continuă pe R. 


12. Fie (X,d) un spaţiu metric şi x, e X. Să se arate că funcţia f : X > R , 


f(x)= d(x, x) este uniform continuă pe X. 


13. Să se studieze uniform continuitatea funcțiilor: 
1 


2 ) 


a) f:(0,%)—R, îb)= — 


| iza: 
b) f:(12]>R, t=- 
c) f:R>R, flx)=sin; 
d) f:[0,%)—R, f(x)=x; 


e) f : (0,%)x (0,%)—R, tey), 


14. Fie a>0 şi funcţia f:(a,2)—R, f(x)=Inx. 


Să se arate că f este uniform continuă pe (a, œ) dacă şi numai dacă a > 0. 


2189 
15. Fie f:R-—R continuă şi periodică. 


Atunci f este uniform continuă. 


16. Fie f,g:(X,d)—R uniform continue. Atunci : 
a) f+g este uniform continuă. 


b) dacă f şi g sunt mărginite = fg este uniform continuă. 
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CAPITOLUL 5 


DERIVABILITATEA ŞI DIFERENȚIALITATEA 
FUNCȚIILOR REALE DE VARIABILĂ REALĂ 


5.1. Proprietăți de bază ale derivatei. 


Definiţia 5.1.1. Fie f:D cR >R, XgeDnD'. 


Funcţia f are derivată în xy dacă există în R următoarea limită: 


lim fb) flo) a) (sau bo) 


X—X0 X- X0 


Dacă, în plus derivata f'(xọ) este finită, spunem că funcția f este derivabilă 
în xo. 


Propoziția 5.1.1. Dacă f:DcR-—R este derivabilă în xgeDnD' atunci f 
este continuă în xg. 


Demonstraţie. Din ipoteză avem că (3) lim 106) fo) — reg) eR 
X—X0 —Ă0 


Pentru (v)x eD,xzx, avem 


th) = tlo) 100 fo) xo), de unde rezultă prin trecere la limită: 
X- X0 


lim f(x)=f(xo), deci f este continuă în xo. m 
x—>xX0 


Observație. Reciproca acestei afirmații nu este în general adevărată. În 


acest sens, fie f:R>R, f(x)=|x|. Evident, f este continuă pe R dar nu este 
derivabilă în xo =0. 
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Definiţia 5.1.2. Funcţia f:DcR-—R este derivabilă pe AcD dacă este 
derivabilă în orice punct din A. 
În acest caz se poate defini funcţia f':A—>R, x- f'(x), numită derivata 


funcției f. 


Definiţia 5.1.3. Fie DcR şi xyeD un punct de acumulare pentru 
D, =Dn(-0,X9) (respectiv pentru D, =D ^ (x, %)). 


Funcţia f are derivată la stânga (respectiv la dreapta) în xọ, dacă 


(3) Ma ra tal = fi(x9)eR, (respectiv (3) lu: i toi = fu(xo) €R). 
x<X0 
Numărul fi(xg)eR (respectiv fj(xp)eR) se numeşte derivata la stânga 
(respectiv la dreapta) a lui f în xg. 
Dacă în plus f;(x9)eR (respectiv f4(xọ)€ R), spunem că f este derivabilă la 
stânga (respectiv la dreapta) în xg. 
Observaţie. Folosind teorema de caracterizare a limitei unei funcţii într-un 
punct cu ajutorul limitelor laterale rezultă că o funcţie f :D c R >R este derivabilă 


în xgeD (care este punct de acumulare atât la stânga cât şi la dreapta lui D) 


dacă şi numai dacă f este derivabilă la stânga şi la dreapta în xy, iar 


f.(xo) = falx) =f' (xo). 


Reamintim din liceu proprietățile de bază ale funcţiilor derivabile: 

Teorema 5.1.1. Fie 1JcR, intervale, f:1—J, g:J-—R. Dacă f este 
derivabilă în xgel şi g este derivabilă în yo =f(xg)eJ atunci g-f:I—R este 
derivabilă în xo şi (9-f)'(x0)=9'(f(x0))F'(x0). 

Dacă f este derivabilă pe | şi g este derivabilă pe J atunci gof este 


derivabilă pe | şi (g-f)=(gof)f'. 
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Teorema 5.1.2. Fie Jc R, intervale şi f :I— J continuă şi bijectivă. Dacă f 
este derivabilă în x, el şi f'(xọ)+0, atunci funcţia inversă f-! este derivabilă în 


Yo = flxo) şi -1]ty)= fo) 


Definiţia 5.1.4. Fie f:DcR-—R. Un punct xgeD se numeşte punct de 
minim (respectiv de maxim) local pentru f dacă (3)ve9(x0) astfel încât 
f(x)> f(xg) (respectiv <), (v)xe VAD. 

Dacă aceste inegalităţi au loc (v)xeD, atunci xg se numeşte punct de 


minim (respectiv de maxim) global. 


Un punct xọ €D se numeşte punct de extrem local dacă este punct de 


minim local sau de maxim local. 


Teorema 5.1.3. (Fermat). 


Fie f:IcR >R, I| interval. Dacă xo el este punct de extrem local pentru f 


şi f este derivabilă în x atunci f'(x9)=0. 


Definiţia 5.1.5. Fie f:IcR-—R, | interval. Un punct xyel în care f este 


derivabilă şi f'(x9 )=0 se numeşte punct critic (sau staționar) pentru f. 


Observații. 


1. Dacă xo cl, atunci concluzia teoremei lui Fermat nu este întotdeauna 


adevărată. 


În acest sens, fie funcţia f:[0,1]—R, f(x)=x. Atunci xp =0 este punct de 
minim pentru f şi f'(0)+0. 

2. Reciproca teoremei lui Fermat nu este în general adevărată. În acest 
sens fie funcţia f:R—R, f(x)=x*. Atunci f'(0)=0 dar xp =0 nu este un punct de 


extrem local. 


Teorema 5.1.4. (Teorema lui Rolle). 
Fie funcția f:]ab|-R, unde abeR,a<b,f este continuă pe [a,b], 


derivabilă pe (a,b), f(a)= f(b). Atunci (3)c e (a,b) astfel încât f'(c)=0. 
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Teorema 5.1.5. (Teorema lui Cauchy). 
Fie f :[ab]—>R două funcţii continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) şi 9(x)+0, 


| aaa flb)-f(a) _ f(c) 
(v)x e (a,b). Atunci (3X e (a,b) astfel încât alo) aia) ale) 


Teorema 5.1.6. (Teorema lui Lagrange). 

Fie f:[ab|-R continuă pe [a,b], derivabilă pe (a,b). Atunci (a)c e (a,b) 
astfel încât f(b)-f(a)=(b-ayf'(c). 

Din teorema lui Lagrange se obţin cu uşurinţă următoarele două consecinţe: 


Propoziția 5.1.1. Fie f:IcR >R, I interval, f derivabilă pe |. 


Atunci: 
a) Dacă f'>0 pe rezultă că f este crescătoare pe l; 


b) Dacă f'<0 pe rezultă că f este descrescătoare pe l; 


c) Dacă f'=0 pe l rezultă că f este constantă pe 1. 


Propoziția 5.1.2. Fie f:IcR-—R, | interval, f continuă pe | şi xgel astfel 


(x) şi este finită. 


(x). 


încât f este derivabilă pe 1\{xọ} şi (3) lim f' 
X—X0 


Atunci f este derivabilă în xy şi f'(x9)= lim f' 
X—x0 
Teorema 5.1.7. (Regula lui L'Hospital). 
Fie f,g:(ab)-R unde -o<a<b<+o. Presupunem că 
i) f,g sunt derivabile pe (a,b) şi g' +0 pe (a,b); 


LA 


ii) (G) im $) =L eR; 
) im, o aibă 


x>a 


iii) lim f(x)= lim g(x)=0 (sau +). 


x>a x>a 


Atunci (3)lim să). E; 


g(x) 


x>a 
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5.2. Diferenţiala unei funcții 


Fie IcR interval deschis, f :1—>R şi xgel. 


Definiţia 5.2.1. Funcţia f este diferențiabilă în xọ dacă (3)AeR astfel 


încât 

lim f(x) f(xo) A(x xo) =0 (5.1) 

X—X0 X —X0 
î(x)- flo) Alx —Xo) x 
Observaţie. Luând a(x)= EA JaC AE Xor 
j dacă x = Xp 
rezultă că (5.1) se scrie echivalent: 
f(x)= (x0)+ A(x —x9)+ o(x x —xo) (vel, (5.2) 

unde AeR, a:l>R, lim a(x)=a(x9)=0. 


X—X0 


Teorema 5.2.1. Fie IcR interval deschis. Funcţia f:I-—R este 


diferenţiabilă în xy el dacă şi numai dacă este derivabilă în xg. 


Demonstraţie. Presupunem mai întâi că f este diferenţiabilă în xo. 
Conform definiţiei (3) A €R, «:1-—R, continuă în xo, a(x9)=0 astfel încât 


f(x) = f(x9 )+ A(x —x0)+ a(x)x —xo (vel, de unde 


LIE 2 A E azot 
X —X0 


Cum lim a(x) =0 > (3) lim îlx)= flo) = A, deci f este derivabilă în xo. 
X—X9 Xx—X0 X — Xo 


Reciproc, fie f derivabilă în x, şi fie a:l>R, 


flx)-fxo) p 
a a a 


0 dacă x= Xo 
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Evident avem lim a(x)= a(x9)=0 şi din definiţia lui a avem 
x—X0 


f(x) = fo )+ f (o x —x0)+ alx xx) (v)x el, (5.3) 


deci f este diferenţiabilă în xy, iar A =f'(x9). a 


Observaţie. Teorema 5.2.1 exprimă faptul că noţiunile de diferenţiabilitate şi 
derivabilitate sunt echivalente. 


Definiţie. Fie f:IcR-—R, I interval deschis, f derivabilă în xy el. 
Funcţia T:R >R definită prin T(h)= f'(x,)h, (v)heR se numeşte diferenţiala 


funcţiei f în xy şi se notează cu df(xg), adică df(x9)(h)=f'(xoh, (v)heR. 


Observaţie. Dacă f este diferenţiabilă în xg, din (5.3) rezultă că, pentru x 

într-o vecinătate V a lui x, avem aproximarea 
(x) flo )= F'(xo Xx- x0), (9.4) 

adică creşterea funcţiei într-o vecinătate a punctului x, Af se poate aproxima 
printr-o creştere liniară f'(xg Ax. 

Notând x —x9 =h, relaţia (5.4) se mai scrie: 

f(x) f(x) = f'(xo)h = df(x,)h. 

În cazul particular, în care f(x)=x avem f'(x9)=1 şi atunci dx(x,)(h)=n, 
(v)heR. 

Notând cu dx diferenţiala funcției identice, (deci dx:R—R, dx(h)=h, 
(v)h €R), obţinem df(x,)= f'(x, )dx. 


Dacă f este derivabilă pe | atunci vom avea df(x)=f'(x)dx, (v) xel. 
5.3. Derivate şi diferențiale de ordin superior 


Fie Ic R un interval deschis, f :I—R derivabilă pe | şi f':1—R derivata sa. 
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Definiţia 5.3.1. Funcţia f este de două ori derivabilă în x, dacă funcţia f' 


este derivabilă în xg. În acest caz, derivata lui f' în x se mai numeşte derivata a 


2 
doua a lui f în xy şi se notează cu f'(xg) (sau Sabo) 
X 


Dacă f' este derivabilă pe | atunci derivata lui f' se numeşte derivata a 


doua (sau de ordinul doi) a lui f şi se notează cu f". 


Prin recurenţă se definesc derivatele de ordin superior: 
Definiţia 5.3.2. Fie f :Ic R>R, I interval deschis. 


Funcţia f este de n(n=2) ori derivabilă în xy dacă f este de (n-1) ori 
derivabilă pe o vecinătate V a lui x şi dacă derivata de ordin (n-1), notată prin 


fi” este derivabilă în x. În acest caz derivata lui f ©” în xọ se mai numeşte 


derivata de ordinul n a lui f în xo şi se notează cu f (xo) ( sau Ste) 
X 


Funcţia f este de n ori derivabilă pe | dacă este de n ori derivabilă în toate 
punctele din |. 


Definiţia 5.3.3. Fie f :Ic R >R, I interval deschis. 
Funcţia f este de clasă C", (n >1) pe | şi scriem fe C” (I) dacă f este de n 
ori derivabilă pe | şi derivata de ordin n este continuă pe |. 
Vom nota C%(1)=(f:1—R,f continuă); 
C*(D=(f:1—R,f indefinit derivabilă pe | , adică este derivabilă 


de n ori pe |, (v)neNY). 


Teorema 5.3.1. Fie IcR interval deschis, neN, f,ge C"(1), opeR. 
Atunci af +ßg, fge CI) şi 
i) (af+B9)”= or) + pr; 


i) (fo = $ ctg". 
k=0 
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Formula lui Taylor 
Fie f:ICR-—R, I interval deschis, xXọ e l, n e N*, iar funcţia f de n ori 


derivabilă pe |. 


Ne propunem să aproximăm valorile funcţiei f în vecinătatea lui xg printr-un 


polinom de grad n. 
Căutăm un polinom T, eR[X] de grad n care să aproximeze valorile funcţiei 


f într-o vecinătate a lui x, şi să verifice în plus condiţiile 


T x)= fx), Ti) = fo) TOX) = f(x). (5.5) 
Considerăm T, descompus după puterile lui (x -xọ) 
T,(x)= ao + ax -xo )+... +a (x -X0 )" 
Folosind relațiile (5.5) vom avea 
ao = f(xo) , a1 = (Xo), , an= To). 


Astfel obținem 


Ta(x)= flxo)+ = f'(xo)+..-+ k=) tOo), unde xel. 
! n! 


Polinomul T, se numeşte polinom Taylor asociat funcției f în xg. 
Fie Ri:1>R, R,(x)=f(x)-T,(x). 
Funcţia R, se numeşte restul Taylor de ordin n asociat funcţiei f în xo. 
Obţinem f(x)= T,(x)+R,(x), (Y) xel, adică 
00) = rea) E 20 pr) E Xa lea) +R), (v)xel, (5.6) 


numită formula lui Taylor cu rest de ordin n asociat funcţiei f în xy. 


Observaţie. Cum lim R,(x)=0 rezultă că pentru x într-o vecinătate V a 
x—X0 


n 
lui x avem aproximarea: f(x) = f(xo es daţi Xo , o) Oxo). 
1 n! 


Se poate arăta că lim -= 
x—X0 x m Xol 
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Teorema 5.3.2. (Formula lui Taylor cu rest Lagrange). 
Fie IcR interval deschis, xel şi f:I-R de (n+1) ori derivabilă pe 1. 
Atunci (v)xel,xzx, există £ între x, şi x (deci £=(1-0)x,+8x, cu 0e(0,1)), 


astfel încât 


z X — X0 și (x-xo) (n) (x-x (n+1) 
f(x) = f(x )+ a f'(x )+...+ a f(x) Eee (5). 


Demonstraţie. Căutăm în (5.6) pe Rn de forma R,(x)=(x-x,)%, unde 
peN’, k=k(x,x,). 


Considerăm funcţia ọ:1— R 
o= (0 tr). Er) (P, 


Evident ọ este derivabilă pe 1, q(x,)= f(x), o(x)= f(x) şi din teorema lui Rolle 


(3) între x, şi x astfel încât q'(6)= 0. Dar 


i Ru fr plx-tPk. 


Din q(8)=0 rezultă 


> 

+ 

= 
Pe 


şi demonstrația este încheiată. E 


Observaţie. Dacă x, =0el, din teorema 5.3.2 rezultă că (v)xelx=+0, 


(aX între O şi x (deci £=0x, cu 9 e (0,1)), astfel încât 
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daa du X" ei) X! anen 
f(x)=t(0)+ f 0)+.-.+ = f (0)+ n! (5), 


numită formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange. 


Aplicații. 
1.Fie f:R=R, f(x)=e*. 


fn)(x)= e*,(v)n eN, (v)xeR. 
Rezultă f™(0)=1, (v)neN. Să scriem formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub 


Atunci f este indefinit derivabilă pe R şi 


forma Lagrange. 
Pentru (v)xeR, xz0, (3)0 e (0,1) astfel încât 

a x x x ë x d 

e =1+—+— +...+— + e 

1 2 n! (n+1} 


2. Fie f:R>R, f(x)=cosx. Atunci f este indefinit derivabilă pe R şi 


f(x) = cos + E] Wien (0)xeR. 
Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange pentru 
(v)xeR, xz0, (3)0 e (0,1) astfel încât 
n+1 


XXO K x Oon X T 
cos x =1-— + cos —+ cos| £+(n+1)—|. 
2 4 6! n! 2 (n+1} 2 


Pentru n=2k obținem: 
2 4 6 2k 2k+1 

CORR | N E E E) T E 
2 4 86 (2k)! (2k +1} 2 


şi analog pentru n impar. 
Extreme locale pentru funcții derivabile 


Teorema 5.3.3. (Condiţia suficientă de extrem local). 
Fie Ic R interval deschis, f :1—>R de clasă C”, (n=1) pe Il, Xo e Run punct 


= îh-2(x,)=0, 10(x,)z0. 


critic pentru f astfel încât f'(x, = f7(x,) 
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Atunci 

a) Dacă n este par, rezultă că x, este punct de extrem local şi anume: 
f(x )>0=> x, punct de minim local 
f*)(x9)< 0> x, punct de maxim local 


b) Dacă n este impar, rezultă că x, nu este punct de extrem local. 


Demonstratie. 


a) Presupunem n par şi f™(x,)>0 . Cum f® este continuă, (3)V e A(x} V cl 
astfel încât f*(x)>0 , (v)xev. 
Din formula lui Taylor cu rest de ordinul (n —1) sub forma Lagrange, pentru 


Xe V,xzX, există £ între x şi x, astfel încât: 


î(x)= flo) Sera) E ral re) RU) 


de unde 


th) - to) EZ] role), w) xev. 


n! 


Cum n este par avem = >0,(v)xeV şi cum & este între x şi Xo 


rezultă & e V şi atunci f(5)>0, de unde f(x) — f(xo) > 0, (v)xe V, adică xo este 
punct de minim local pentru f. 

Cazul f(x, )<0 se tratează analog. 

b) Dacă n este impar atunci diferența f(x)- f(x) nu are semn constant pe 


nici o vecinătate V a lui x,, deci x, nu este punct de extrem local. E 


Exemplu. Fie funcția f:R-—R, f(x)=x° - 2x* +5. Vom avea: 

f'(x)= 6x5 -6x°; 

f'(x)=0 > 6x? (x? -1)=0 => x e {0,1}, deci x=0 şi x =1 sunt puncte critice. 
Caz 1. Fie x, =0.Vom avea: 


f'(x)= 30x* -12x = 17(0)=0; 
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f(x) = 120x% -12> f7(0)= —1270, deci n =3, impar şi x, =0 nu este punct 
de extrem local. 
Caz 2. Fie x, =1.VOm avea: 
f'(1)= 30 —12=18>0, n=2, par. 


Rezultă că x, =1 este punct de minim local. 


Definiţia 5.3.4. Fie | c R, interval deschis şi x, el şi f:I—R. 
Funcţia f este de două ori diferenţiabilă în x, (respectiv pe I) dacă f este 
derivabilă pe | şi derivata sa f' este diferenţiabilă în x, (respectiv pe l). 
Diferenţiala de ordinul doi a funcţiei f în x, se notează cu d?f(x,) şi este 
definită prin 
d2f(x0) = "(x )axY = f"(x,)dx?. 


Prin recurenţă obținem: 


Definiţia 5.3.5. Fie Ic R, interval deschis, x, €R şi f:I—>R. Funcţia f este 
de n (n>2) ori diferenţiabilă în x, dacă este de (n-1) ori derivabilă pe | şi 
derivata f" este diferențiabilă în x, . 

Diferenţiala de ordinul n se notează cu d"f(x,) şi este definită astfel: 


d"f(xo) = f(x dax? = f(x)dx". 


Probleme propuse 


1. Să se studieze derivabilitatea funcţiei f:R >R, 


1 
Nil 0 
f(x) = 1X sin ,X 7 
(x) A X 20 


Li 


„unde neN 


2. Să se arate că punctul c din teorema lui Lagrange aplicată funcţiei 


f:lab|-R, 0<a<b, f(x)=Inx verifică inegalităţile Jab <c <2 (a+b). 
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3. Să se arate că, dacă a,b >0 atunci a° +b°>1. 
4. Fie f:R—R, f(x)=e*cosx. Să se calculeze f(x), unde neN' şi să se 


aproximeze funcţia f printr-un polinom de grad trei în vecinătatea originii. 


n 


= 2 s X X SIA 
5. Să se arate că polinomul Pra nu poate avea rădăcini 
I n! 


multiple. 


6. Să se arate că ecuația x'-nx+1=0, n>3 are două rădăcini pozitive 


aB, cu proprietăţile a, > 0,B, 1. 


7. Să se scrie formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange 
pentru funcţiile: 
a) f:R>R, f(x)=sinx; 
b) f:(-1%)>R, f(x)=In(1+ x); 
c) f:(-41%)>R, f(x)=/⁄1+x. 


8. Să se studieze extremele locale ale funcțiilor: 


a) f:R>R, f(x)=x-2arctgx; 


b) f:(0,1)—R, f(x)=e*'*sinx. 
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CAPITOLUL 6 


DERIVABILITATEA ŞI DIFERENȚIABILITATEA FUNCȚIILOR 
DE MAI MULTE VARIABILE 


6.1. Derivata după o direcţie. Derivate parțiale de ordinul 


întâi. 


Fie AcR", n>2, deschisă, a €A şi f: A > R, f = f(X4, X2, ..., Xn). Pornind 
de la definiția derivatei din cazul funcţiilor reale de variabilă reala suntem tentati 


(x)-f(a) 
a 


să definim derivata funcției f în punctul a pornind de la raportul i , pentru 
X — 


xza, însă acest raport nu are sens întrucât x-a este un vector şi nu este definită 


împărțirea unui scalar la un vector. 


Dacă am defini derivata funcţiei f în a prin lim “za * raportul dat are 
x>a 


f(x)-f(a) 

k-al 
sens însă nu vom obţine o definiţie satisfăcătoare deoarece considerând funcţia 
cu valorile f(x) = f(x, X2,..., Xn) = X14, pentru x = (X4, X2,..., Xn)eA, aceasta nu ar 
avea derivată în origine în sensul menţionat. 


Vom defini mai întâi derivata după o direcţie. Fie r > 0 astfel încât 


B(a, r)<A şi s eR” un versor, deci s = (S4, S2,..., Sn), lisII = «js? +s3 +...s2 = 1. 
Fie funcţia g : (-r, r)—R, g(t) = f(a + ts). Să observăm că, pentru te(-r, r) 
avem a + ts eB (a, r) c A, deoarece lla + ts — all = Iltsil = Iti lisil = Itl < r 


şi deci funcţia g este bine definită. 


Definiţia 6.1.1. Funcţia f este derivabila în punctul a după versorul s dacă 


funcţia g este derivabilă în t = O iar g'(0) se numeşte derivata lui f în punctul a şi 


Se cata af 
se notează prin ae (a): 
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Observatie. Conform definiției avem: 


a m 2) -90) 

0 D aAa 

dala = a! )= im t t>0 

Fie B = fe4,e2... en} baza canonică din R", e = (1, O, 0,..., 0), 


e> = (0, 1, 0,..., O), ..., €n = (0, O, 0,..., 0,1). 


Definiția 6.1.2. Funcția f este derivabilă parțial în punctul a în raport cu 


variabila x; i € 1n dacă f este derivabilă în punctul a după versorul s = e.. 


Numărul Zla) se numeşte derivata parțială a funcţiei f în punctul a în 
i 


raport cu variabila x; şi se notează prin (a) sau f(a). 
i 


Observăm, deci, 


ES O lim ae) fta) 


f(a,a>,...,a; „a; + ta; 4;-:-:2n)-f(a1,a2...-,ân) 
t>0 t T 


Notând cu x; = a; + t, pentru 1<i<n, obținem: 


ôf (aj= lim f(a1,825--,ai-1: Xi, Aiz1::8n ) — f(84,82,--8n) 
Xi x; aj X;-âj 


Caz particular. n = 2, f : A c R? > R, f = f(x,y), a = (Xo, Yo) €A. 


f f(x, Yo )— f(x0.Y0) . 
x = lim ; 
0x T i Yo)= X—X0 X — Xo 


of .— f(xXo,y)-—f(Xo, 
zo yo) = lim ( (0) y) ( (0) Yo) | 
y y>y0 y:=Y0 


Definiţia 6.1.3. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a dacă este 
derivabilă parțial în a în raport cu toate variabilele x4, X2, X3,..., Xn. 
În acest caz se poate defini 


gradf(a) = 2 d, ata), a) numit şi gradientul funcţiei f în punctul a. 
0X Xn 
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Definiţia 6.1.4. Funcţia f este derivabilă parţial pe A dacă este derivabilă 
parțial în toate punctele din A. 
În acest caz se pot defini funcţiile 


of 
ox 


:A Rien, x> S0), (vx eA, numite şi derivatele parțiale de ordinul 


întâi ale functiei f. 

Functia f este de clasă C! pe A şi scriem feC'(A), dacă f admite derivate 
parțiale de ordinul întâi pe A şi acestea sunt continue pe A. 

În capitolul 5 am văzut că, dacă f este derivabilă într-un punct, atunci f este 
continuă în acel punct. În cazul funcțiilor de mai multe variabile, rezultatul nu mai 
este adevărat. Dacă o funcție este derivabilă într-un punct după un versor s, nu 
rezultă neapărat că f este continuă în acest punct. În acest sens considerăm 
functia: 

x5 
ERAS RIG EE daca (x,y) = (0,0) 
0, daca (x,y) = (0,0) 
Atunci functia f este derivabilă în origine după orice versor s e R°, dar f nu este 


continuă în origine. 


Observatie. Dacă g(X;) = f(a4, a2, ..., ai-1, Xi, âi+1,..., An), atunci 


Ziz lim akala) — ala) =g'( 


a),ie1,n. 


i 

De aici rezultă şi metoda practică de calcul al derivatelor parțiale şi anume 

o derivată parțială în raport cu una din variabile se obţine derivând funcţia f în 
raport cu aceea variabilă conform regulilor de derivare de la funcţia reală, de 


variabilă reală, celelalte variabile considerându-se constante. 


Exemplu. Fie funcţia f :D c R? >R, f(x,y) = x" y+in(X2+y7). 


Atunci 
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Fie f:A cR" >R", f= (f f2,--- fm), unde n,m >2, A este deschisă şi ae A. 


Definiţia 6.1.5. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a în raport cu 


variabila x, ie 1,n dacă toate funcţiile f4, f2, ..., fm, sunt derivabile parţial în punctul 


a in raport cu variabila x.. 


In acest caz 


ôf ôf; ôf, ôf À 
“< (a)=| td na DA este 1n. 
ax | ) E (a), x (a), K a) „n 

Definiţia 6.1.6. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a dacă este 
derivabilă parţial în punctul a în raport cu toate variabilele X4, X2,..., Xn. 


În acest caz se poate defini matricea notată 


A, ôf, of, 
O OO 

d (a) 2 (a A 

zel) a 0) lua 


J,(a)(sauf '(a)) = | Xx; 0X, 


numită matricea jacobiană a lui f în punctul a. 
Dacă m = n atunci J;(a)eM,(R), iar d = detJ(a), se numeşte determinantul 


funcţional al funcţiilor f4, f2, ..., în, în raport cu variabilele x4, X2,..., Xn în punctul a 
şi se notează: 

D(fi-fo,..-, fn) în) i D(f) G: 

D(x4,x2,..:.Xn) D(x) 


6.2. Diferenţiabilitatea funcţiilor reale de mai multe variabile 


Fie A cR", deschisă, ae A şi f: A >R, f = f(X4, X2,..., Xn). 


Definiția 6.2.1. Funcția f este diferențiabilă în punctul a dacă există o 


aplicație liniară T:R” —R astfel încât 
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f(x)-f(a)-T(x-a) _o (6.1) 
x=a [x -al 


Funcția f este diferențiabilă pe A dacă este diferențiabilă în orice punct 
din A. 


f(x)-f(a)-T(x-a) 
i f „dacax za | | 
Dacă notăm cu a(x)= |x-a| , atunci (6.1) se scrie 
0, daca x =a 


echivalent astfel: 
f(x) = f(a)+T(x-a)+ a(x)|x — al (V)xEA, (6.2) 


unde a:A—R este continuă în a şi a (a) = 0. 


Propoziția 6.2.1. Dacă f este diferențiabilă în a atunci aplicația liniară T 


este unică. 


Demonstrație. Presupunem că există T4, T2 : R'—R, liniare, ao 
continue în a, o(a) = a»(a)=0, astfel încât 
f(x) = f(a)+T(x-a)+ a4(x)|x -a],(v)x e A; 


f(x) = f(a)+T2(x-a)+ a2(x)|x -al (Y)x e A. 


Notând T =T1-T2, a = ao -a4 şi scăzând cele două relaţii obținem 


T(x-a) =a(x)|x-a],(v)x e A. 


Fie he R”, fixat şi t > O suficient de mic astfel încât a+the A. 
Luând x = a+th obținem 
T(th) =a(a + th)|th 


| de unde 


tT(h) =ta(a+th)] h||, adică T(h) = a(a + th)| h|. 


Pentru t-—> 0 obținem T(h) = 0 şi cum heR" este arbitrar luat rezultă T = O, 


deci Tı = T>. E 


Definitia 6.2.2. Aplicația liniară T se numeşte diferenţiala funcției f în 


punctul a şi notează T = df(a). 
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Observaţie. Dacă f:R" >R este liniară atunci f este diferenţiabilă în orice 
punct ae R” şi df(a) =f. 


Într-adevăr, lim 10) Sa E 08). pap în (et) ee lo) a: 
x>a |x = al x>a |x = a] 


În particular funcţiile proiecţie pr: R" >R, pri(X4, X2,..-, Xn) = Xi, 1<i<n sunt 


diferenţiabile în (v)a €R” şi dpri(a) = pr, i=1n. 


Teorema 6.2.1. Fie f : A c R" >R, diferenţiabilă în punctul ae A. Atunci: 
a) f este continuă în a; 


df 


b) f este derivabilă în a după orice versor s eR” şi ra 
s 


(a) = df(a)(s). 


În particular f este derivabilă parţial în a şi (a) = df(a)(e;),(v)i=1,n. 
Xi 
Demonstratie. a) Cum f este diferențiabilă în punctul a, conform 
definiției (vezi 6.2), există T:R" >R, liniară, T = df(a) şi a: A —> R , continuă în a, 
a(a)=0 astfel încât 


f(x) = f(a)+T(x-a)+ a(x) |x -a 


I(v)xeA (6.3) 


Cum T este liniară, este continuă şi atunci lim f(x)=f(a), adică f este 
x>a 


continuă în a. 


b) Dacă se R” este un versor, din (6.3) avem 


CI ij lim a +t9)-f(a) _ iim f(a)+T(a+ts-a)+a(a +ts)ja +ts-aļ-f(a) _ 
ds t—0 t t>0 t 
T(t ts)lt tT t t t 
= lim Sata s)| s| = lim (s)+| n S) = im (T(s)+ lala + ts) =T(8) = rs) 


Observatie. Cum lim a(x) = 0 din (6.3) rezultă că, pentru x într-o vecinătate 


V a lui a avem aproximarea f(x)-f(a)= T(x-a) = df(a)(x-a), deci creşterea funcţiei f 


într-o vecinătate a punctului a se poate aproxima printr-o creştere liniară. 
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Observaţie. Fie f:AcR'-—R, diferențiabilă în ae A. Funcţiile proiecţie 
sunt diferenţiabile în a şi dpri(a) = pr, (v)i=1n. Notăm cu dx; diferenţiala funcţiei 


pr; în a, dxi = dpr;(a), i=1n. 


i1 = ` OX, 
n of n P of 
= >, —(ar(h)= X` —(a)dpr(a)(h) =>" —(a)ăx,(h), 
>, a OPO) 2.3 (apna = (aka) 
n 
dute ic Sex, care reprezintă expresia diferențialei de ordinul întâi 
i=1 “i 


a lui f în a. 


Deci df(a):R" —R este o aplicaţie liniară şi 
(ah, (Y)h = (h4,hz,.. hp) E R". 


Din observația anterioară rezultă că pe o vecinătate V a lui a avem 


aproximarea 


Caz particular. n =2, f: A cR? >R, f = f(x,y), a = (Xo,Yo)€ A , 


of of 
df(Xo, Yo) 2 (xo Yo x + 55 (os Yo )0Y . 


a 
Teorema 6.2.2. (Criteriu de diferenţiabilitate). 
Fie A cR", deschisă, ae A şi f:A-—R. Dacă feste derivabilă parţial într-o 


vecinătate V a punctului a iar derivatele parţiale sunt continue în a atunci f este 


diferenţiabilă în a. 


Demonstraţie. Fie a = (a, a2..., an)eA, r > 0 astfel încât B(a,r)cA şi f 
este derivabilă parțial pe B(a,r). Pentru xeB(a,r), vom avea: 
f(x) - f(a) = f(x4, X2,..., Xn) - f(an, a2..., an) = [f(X1, X2,..., Xn) - f(a1, X2,..., Xn)] + 


+ [f(a,, X>,..-, Xn) - f(a, a2..., Xn)] Piat [f(a4, a2..., an-1; Xn) - f(a, a2..., an). 
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Cum f este derivabilă parţial în raport cu x. pe B(a,r), din teorema lui 
Lagrange aplicată funcţiei g4(t) = f(t, x2, X3,..., Xn) pe intervalul închis determinat 


de punctele x, şi a, rezultă că există £, între x, şi a4 astfel încât 


of 
f(xu, Xaya Xn) - f(a;, X2,.. -3 Xn) = paran) o Cian): 
1 


Procedând analog cu funcţia g2(t) = f(a4, t, X2,..., Xn) pe intervalul închis 


determinat de punctele x2 şi a> rezultă că există &, între az şi x2 astfel încât: 


of 
f(a, X2,.--, Xn) - f(a;, a2,...; Xn) = (2-82) = (@1:62:X31--Xn) 
2 


Continuând procedeul şi pentru celelalte paranteze rezultă că există &4 


între xı şi a4, 62 între az şi X2, ..., & între an şi Xn astfel încât 


f(x) - f(a) = (eran) (Erau) ( x2-a2) =— (84:62: X33-- Xn) +... 


axa 


of 
+ (Xn-ân) 3 (a1a2;..-.ân-p&n)- 


ZA 
Fie T:R" >R, T(x) = S a care evident este liniară şi oricare xeB(a,r), 
i21 OX; 


Xz a, avem 


o of 
oaasi a E g (arâz-an)l 


h-a] o -al 


of of 
(x2 -ai (a, bz X3. a ax, AE 


E Pan 
[x-a] 
of of 
(Xn TA a iea ler PER- | 
aT 
[x-a] 


X-a, FA 
Cum | <1, pentru i=1,n şi derivatele parţiale ale lui f sunt continue în 
x-a 


a = (a, a2,..., an) rezultă că există limita membrului doi al egalităţii pentru x— a şi 
f)-f(a)- T(x-a) _ 


este egală cu zero. Prin urmare lim 
2a -a] 


0, deci f este 


diferenţiabilă în punctul a. m 
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Observaţie. Din această teoremă rezultă că, dacă f e C'(A), atunci f este 
diferenţiabilă pe A. 
Exemplu. Fie funcţia f:DcR2 >R , f(x,y) = arctgŽ şi (xo, yo) = (2, -1)eD. 
y 


Avem: 


of 1 -X -X 
— X = . = 3 
el aaa 


(v)xy)eD, 


deci f e C1(D)şi atunci f este diferenţiabilă pe D, deci în (Xo, yo) = (2, -1) şi 


A (o; 1)dy = -ax Zi 
y 


of 
df(2, -1) = Aaa 
i i = a atu 5° 5 


Dacă heR?2 , h = (hu, hz), atunci df(2, -1)( hu, hz) = n -Zh 
Presupunem în continuare că f este funcție vectorială, f:Ac R" >R", 


m22, f = (f4, f2, ..., fm), A deschisă şi ae A. 


Definiția 6.2.3. Funcția f este diferențiabilă în punctul a dacă există o 
aplicație liniară T: R" —> R", astfel încât 


im 9-@-T-a) o, (6.4) 
>a x-a] 


sau echivalent (vezi cazul m = 1), dacă există T: R" =R", liniară şi a: A >R", 
continuă în punctul a, a(a)= 0 astfel încât 


f(x) = fla)+T(x-a)+ a(x)x-a 


(Y)Xx EA. 


Ca şi în cazul m = 1 se arată că aplicația liniară T este unică şi prin 


definiţie T se numeşte diferenţiala funcţiei f în punctul a şi se notează T = df(a). 


Teorema 6.2.3. Fie Ac R",deschisă, ae A,f : A => R™,f = (f,,f2,...,f). Atunci 
funcţia f este diferenţiabilă în punctul a dacă şi numai dacă funcţiile f,,f2,..., fm 


sunt diferenţiabile în a şi în acest caz avem 
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df(a) = (df,(a),df(a),..., df„(a)). 


Demonstraţie. Fie T: R” >R" liniară, T = (T4, T2,..., Tm), Unde T;: R” >R 


este liniară, (Y)i=1,m. Din proprietățile normei euclidiene avem: 


SO)- f(a)-Tx-a) 


I-a í I-a I-a 
de unde rezultă teorema. E 


6.3. Diferențiabilitatea funcţiilor compuse 


Teorema 6.3.1. Fie u:A-—B, unde AcR"BcR"sunt deschise, 
u = (U4, U2,..., Um), P:B—RP(m,n,p > 1), P= (9 92- p) 
Dacă u este diferențiabilă în ae A şi ọ este diferențiabilă în b=u(a)eB, 


atunci f = ọ° u: A —> RP’ este diferenţiabilă în a şi d f(a) = d ọ(b)odu(a). 


Demonstraţie. Fie T = du(a) : R” >R", L = de(b):R" —>RP. Conform 
definiției diferențiabilității există funcţiile a:A-—R”,P:B-—RP, continue în a, 
respectiv b, astfel încât a(a)= 0,B(b)=0 şi 

u(x) = u(a)+ T(x-a)+o(x)|x-al,(v)xe A; 
e(y)= e(b)+L(y -b)+B0y)]y -bl,(v)veB. (6.5) 
Luând în (6.5) y = u(x), cu xe A obţinem: 
e(u(x))= e(u(a))+ L(u(x)-u(a)) + B(u(x))]u(x)- u(a)],(v)x e A, de unde rezultă că 


î(x) = f(a)+L(T(x-a)+ a(x)|x-al) + BU(x))|T(x-a)+ a(x)|x -all = 


T(x-a) (6.6) 
= f(a)+ (Lo T)(x-a)+ |x- aliL(a(x))+B(u(x)) ka + a(X)],(Y)x € A,x z a. 
Fie y:A-—R, 
_ [L(a(x))+ B(U(x)) Ta bol aaa ad 
y(x) = x-a] 


o, daca x=a 
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Din (6.6) obţinem: f(x) = f(a)+(LoT)(x-a)+|x-a]y(x),(v)xe A. 


Vom arăta că lim y(x)=0. 
x>a 


Cum L este operator liniar, este continuu şi atunci 
lim L(a(x)) = L(a(a))=L(0)=0. 
x>a 


Cum u este continuă în a şi B în b, rezultă că lim B(u(x))= B(u(a))= B(b)=0. 
x>a 


Cum T este operator liniar există M > 0, astfel încât |T(x)|< M|x],(v)xeR”, 
şi atunci Tsak a) < I-a) , la(x)|< M+ |a(x)],(9)xe A.xza, de unde va 
x-a| I-a] 
rezulta că lim B(u(x)) Ha) +a(xX)|=0. 
x>a |x-al 


În concluzie lim y(x) = 0 = (a), deci f este diferenţiabilă în a şi 


df(a) = LoT = de(b)-du(a). 5 


Observaţie. Dacă Ju(a), Jọ (b), J(a) sunt matricile jacobiene ale funcţiilor 
U, e, f, în a, b şi respectiv a, din relaţia df(a) = de(b)e du(a) obţinem 
J;(a) = J,(b):Ju(a), de unde rezultă şi formulele pentru calculul derivatelor parţiale 


ale funcţiei f: 


A (a)= ȘI 20 pb) (a) (v= Tp, j= în. 


OXj k1 Uk OXj 


În particular, dacă u este diferențiabilă pe A şi ọ este diferenţiabilă pe B, 


. m a — A 
atunci f = ọvu este diferențiabilă pe A şi A = Y 20: uk (v); = Tp, j= Tn. 
OXj  K2A0Uk 0X 


Cazuri particulare. 


1. f(x, y) = o(u(x, y), v(x, y)}n = 2,m S 2,p =1; 
of _ Op ðu „29 OV 
ôx duo avô’ 
of pôu 3p ôv 


= — — + — — 


ðy duo æ ôy 
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Teorema 6.3.2. (Teorema de medie). 
Fie Ac R”, deschisă, f : A —R diferenţiabilă pe A şi [a,b] un segment din A 
([a,b] = ((1-a)arib: 1e[04])). Atunci există &e(a,b)=Ļ(1-A)a+ Ab: à e (04), 
astfel încât f(b)-f(a) = df(¢ )(b-a). 


Demonstraţie. Fie funcţia ọ:[0,]—>R, e(t)=f(a+t(b-a)). 
Cum funcţia u:[0,1]— A.u(t)=a+t(b-a) este diferenţiabilă pe [0,1] şi f este 


diferenţiabilă pe [a,b], rezultă că ọ este diferenţiabilă pe [0,1] şi 


o'(t)= ` Si (a+t(b-a))b, —a;)= df(a+t(b-a))(b-a). 
i=1 CĂ; 

Din teorema lui Lagrange există 7 e (0,1) astfel încât e(1)-q(0) = ¢' (1), 
sau echivalent f(b) - f(a) = df(a+ (b-a))(b-a) şi demonstraţia este încheiată luând 


& = atr(b-a)e(a,b). m 


Definiţia 6.3.1. O funcţie f:Ac R" >R se numeşte omogenă dacă există 
peR astfel încât (v)xeA şi t> O cu txeA avem f(tx) = t'f(x). Numărul real p se 


numeşte grad de omogenitate. 


Teorema 6.3.3. (Relaţia lui Euler). Fie A c R” deschisă, f:A >R, 
n 
diferențiabilă şi omogenă cu grad de omogenitate p. Atunci $` x; 2 =pf. 
i=1 i 
Demonstratie. Fie funcția cu valorile g(t) = f(tx) = f(tx4, îx2,..., tXn), unde 
X = (X1, X2,..., Xn)e A, este fixat iar te V , unde Ve 9(1), astfel încât txe A, (v)teV. 


Evident avem g(t) = f(u(t)), unde u: V> A, u =(U4, U2... Un), uit) = tx, ien. 
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Cum f este diferenţiabilă pe A iar u este diferenţiabilă pe V rezultă că 
g = fou este diferenţiabilă pe V, deci derivabilă pe V şi 
n n of 
K= 2- TO t)= > x = (U(t). 
i=1 a i=1 U; 


Pentru t = 1avem u;= x; i = 1n, şi atunci 
n 
of 
(1) = —0). 6.7 
JODIT (6.7) 
Pe de altă parte cum f este omogenă, avem: 
f(tx) = tPf(x), adică g(t) = tPg(1) şi deci g'(t) = pt'g(1), (Y) teV. 


Pentru t =1 obținem g(1) = pf(x), care combinată cu relația (6.7) încheie 


demonstrația. m 


6.4. Derivate parţiale şi diferențiale de ordin superior 


Definiţia 6.4.1. Fie A c R", deschisă, f:A —R, derivabilă parţial pe A şi 
of of of 


d 


e , derivatele sale parțiale de ordinul întâi. 
0X4 X2 Xn 


Funcţia f este de două ori derivabilă parțial în punctul ae A, în raport cu 


variabilele x; şi x, unde i,j e1,n dacă funcţia 2 este derivabilă parțial în punctul 
Xi 


a în raport cu variabila xj. 


Derivata parțială de ordinul întâi a funcţiei 2 în punctul a în raport cu 
i 


variabila x; se numeşte derivata parţială de ordinul doi a funcţiei f în punctul a şi 


se notează prin: 


ð (af af E ha afin tu 
eas =o sau f.. dacă jzi şi 
| Je 0X;ðXj (a) aga) J715 


ð (af 02f d sii 
2 | 2 Ja) esau f 2(a) dacă j=i. 
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2 
> - (a)cu jzi se numeşte şi derivată mixtă de ordinul doi în 
ies] 


Derivata 


punctul a. 
Functia f este de două ori derivabilă parțial în punctul a dacă toate funcțiile 


ai f ~ st ZI sunt derivabile parţial în punctul a. 
0X4 0X2 0Xn 


Funcţia f este de două ori derivabilă parţial pe A dacă este de două ori 


derivabilă parţial în toate punctele din A. În acest caz se pot defini funcţiile 


EC je :A>R,x PES că (x), i, j e1,n numite şi derivatele partiale de ordinul 
Xj LOX, Xj LOX, i 
doi ale lui f. 


Derivatele H2 cu jzi se numesc derivate parțiale mixte de ordinul 
X; LOX, 
j i 


2 
doi şi se notează prin O || 2001 sau foh: 
xj Ox; 0Xi0Xj id 


i hanen OOE cui i 
Pentru j = i acestea se notează prin = sau f >. 
OX; OX; ôx? xi 


Dacă f:Ac R" — Reste de două ori variabilă parţial în punctul a vom nota 


2 
cu H(a)= să (a) | c M,(R)şi o vom numi matricea hessiană a funcţiei f în a. 
OX,0X, 


Exemplu. Fie funcţia f:Dc R? >R, f(x,y) = arctg. Ne propunem să 


determinăm H(1,-2). 


Functia f este derivabilă parțial pe D şi 


x 
of 1 1 x 
z 2 = 2 2 
oy Pai x^ +y 
x 


(derivatele parțiale sunt calculate în punctul curent (x,y)). 
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Funcţiile le al sunt derivabile parţial pe D şi 
Ox ôy 


L-2) 2xy 


x?  Oxlâx) +y y 

Of alf) —(x+y)+r+y-2y px 
Oyâx i 22) i +y y i (+y yY 
f alf) x'+y'—x-2x y -x 
L-a (x ty y ty 
f aff —2xy 

o ih +) 


(derivatele parţiale sunt calculate în punctul curent) 


2 2 
a (42) (1-2) E A 
X 
Vom avea H(1,-2) = ox 4 | 049 29 
oi aži 3 4 
(12) z (1-2) 25 725 
OyOX 9 


Derivatele parţiale de ordin superior se vor defini în mod asemănător cu 
derivatele parțiale de ordinul doi. 

Astfel, derivatele parţiale de ordinul trei se vor defini ca derivatele parțiale 
de ordinul întâi ale derivatelor parţiale de ordinul doi. 

Continuând recurent, vom putea defini derivatele parţiale de ordin k>2 ale 
funcţiei f ca derivatele parţiale de ordinul întâi ale derivatelor parţiale de 
ordin k-1. 


De exemplu, dacă f:D c R? —R,f = f(x,y,2), 


0% 02 (0% (ai) 
oxoyez? əz? | ay? ax])) 


De asemenea, spunem că f este derivabilă parțial de ordin k în raport cu 


variabila x, ie1,n dacă toate derivatele parțiale de ordin k-1 sunt derivabile în 
raport cu variabila xi. 
Derivatele parțiale de ordin superior calculate în raport cu cel puțin două 


variabile diferite se numesc derivate parțiale mixte. 
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Definiţia 6.4.2. Fie Ac R”, deschisă şi f: A —R. Funcţia f este clasă C“ pe 
A (k>2) şi scriem fe CK(Aj)dacă f este de k ori derivabilă parţial pe A şi 
derivatele parţiale de ordinul k sunt continue pe A. 


Funcţia f este de clasă C” pe A, f e C”(A)dacă f e C“(A),(v)k=0. 
În exemplul dat în acest subcapitol ( f(x,y) = arctg” ) am văzut că 


derivatele parțiale mixte de ordinul doi sunt egale. Acest lucru nu este adevărat 
întotdeauna. În acest sens considerăm funcţia f :R? >R, 


xy — xy? 
wa e daca (x, y)= (0,0) 


0, daca (x, y)= (0,0). 


Printr-un calcul simplu obținem 


af x — yí 4 4x2y2 

app (De) 7000); 
x4 — ví —4x?y? 

a C) =x aar (Ay) = (00) 


Guni iim OONO ie s, 
x—0 xX x>0 X 
im OY) -f00) im 9.0, 
y>0 y y>0 y 


rezultă că f este derivabilă partial în (0,0) şi ĉ-(0,0) = 0,% (0,0) =0. 


Ox Oy 
Vom calcula acum derivatele mixte de ordinul doi în (0,0): 
of of 
02f A 0) -y-0 
—— (0,0) = lim -2X X = lim 1, 
0x0 y>0 y y>0 y 
of of 
(0,0) = lim 2 Y lim =1, 
OyOXx x>0 xX x>0 X 
2 2 
deci Tio) + 21100). 
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Următorul rezultat furnizează o condiţie suficientă care să asigure 


egalitatea derivatelor parțiale mixte de ordinul doi într-un punct. 


Teorema 6.4.1. (teorema lui Schwarz). 


2 
Fie Ac R" , deschisă şi f:A—R. Dacă f are derivate parțiale mixte - şi 
Xi Xj 
E E îi ME: pi Rn. | 
(iz) într-o vecinătate V a lui ae A, şi funcţiile sunt continue 
0X jðXi i OX;0Xj  0Xj0X, 
în a, atunci 
2 2 
Ean a =T ia. (6.8) 
0X;ðXj 0X OX; 


Demonstratie. Vom demonstra mai întâi teorema pentru n = 2. 


Fie f: A—>R,AcR?,f =f(x,y),a € A,a = (X»Yo)-Fie V = B(a,r) e9(a), pe care 


există functiile Can Cai Pentru (x,y)e V, x #Xo şi Y z yo considerăm expresia 
OXOy . ðyôx 
E(x,y) = f(x,y)-f(x0,y)-f(x,Y0)+f(x0,Y0) ; (6.9) 


Fie l,Jc R două intervale deschise astfel încât xoel yoeJ şi 
(x,y)elxJc B(a,r). Fie funcția 
g: 1>R, g(t) = f(t y)-f(t yo), (6.10) 
si atunci E (x,y) = g(x) - g(xXo). 
Cum f este derivabilă parțial în raport cu x pe V, rezultă că g este 


derivabila pe | şi din teorema lui Lagrange există £ între Xo şi x, astfel încât 
E (x,y) = g(x) - 9(xo) = (x-x0)9 (5). (6.11) 
Dar, din (6.10), g(£)= Te y) Te y), şi atunci folosind (6.11) obținem: 
Ey) = o)l S 6y) -Z6 yo)]. (6.12) 
Fie funcţia h : J—R, ne) = 261). Din ipoteză h este derivabilă pe J şi din 
teorema lui Lagrange există n între yo şi y astfel încât 


h(y) - h(yo) = (y-yo)h (n) = (y- Da (& n), şi atunci din (6.12) obținem: 
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Ey) = (e-xo)(P(Y):h090)) = xoy yo) En 16-13) 


Schimbând pe x cu y şi raționând analog găsim că există un punct E între 


Xo Şi x şi un punct îi între yo şi y astfel încât 


Ey) = (exo) (Y-yo) LLEN. (6.14) 
xX 
Din (6.13) şi (6.14) obtinem ien = EEn 
l l i OxOy 7” ðyðx 7 


Fie un şir de puncte (Xn,yYn)E€V astfel încât (Xn,yYn)— (Xo,Yo), CU XnÆXo, 


Yaz Yo. Atunci există punctele £,,£, între Xo şi Xn şi punctele na,ñn între yo şi Yn 


astfel încât 


af 0 
(čan) = 
oxðy OyOXx 


(în), (Yen. 


Cum (Xn,Yn) — (X0,Yo) rezultă că én > Xo, En > Xo:Mn > Yosfin > Yo , deci 
Eann) > (Xo Yo), E Tn) > (xo Yo) şi folosind continuitatea funcțiilor 


af of 
—— obținem 
OXOy ` ðyəx 


a'f a'f 
F Xo Yo) = oyox — (xo Yo). 


Dacă n>2, fără a restrânge generalitatea putem presupune i<j. Fie 
a=(a41,a2,... an)eA şi funcția cu valorile g(x,y)= fla4,...ai-4,X,aiyp--8j-1Y,ajyt an) 
definită pe un deschis ce conţine punctul (a;,aj). 

Folosind prima parte a demonstraţiei (cazul n=2) vom avea 

2 2 2 2 
n a a e = AT a 


(a), şi demonstraţia este 


încheiată. m 


Corolarul 6.4.1. Fie Ac R"'deschisă şi f:A— R. Dacă f e C' (A)şi derivatele 


af a 


parțiale mixte de ordinul doi 
i 0X;ðXj '@Xj Xi 


(jzi) există si sunt continue pe A 


atunci 


side 


027 _ 82% 
0X;0Xj OX OX 


Corolarul 6.4.2. Dacă fe C*(A),k > 2, atunci derivatele parțiale mixte de 


ordin q< k nu depind de ordinea de derivare. 


O altă condiţie suficientă pentru ca derivatele parţiale mixte de ordinul doi 


să fie egale este dată de criteriul lui Young. 


Teorema 6.4.2. Fie Ac R", deschisă şi f: A >R. Dacă f este derivabilă 
parțial pe o vecinătate V a punctului a e A, iar derivatele parțiale i=Ansunt 
Xi 
diferențiabile în punctul a atunci există derivatele parțiale mixte de ordinul doi şi 
sunt egale în a. 


Pentru demonstraţie se poate consulta [11]. 


Definiţia 6.4.3. Fie Ac R"deschisă şi f: A—R. Funcţia f este de k (k>2) 
ori diferenţiabilă într-un punct ae A dacă f este de k-1 ori derivabilă parţial într-o 
vecinătate V a lui a, iar toate derivatele parţiale de ordin k-1 ale lui f sunt 
diferenţiabile în a. Funcţia f este de k ori diferenţiabilă pe A dacă este de k ori 


diferenţiabilă în orice punct ae A. 


Observaţie. Folosind teorema 6.2.2. rezultă că, dacă f : Ac R" >R este 
derivabilă parţial de ordin k pe A şi dacă derivatele parţiale de ordin k sunt 
continue în a, atunci f este de k ori diferenţiabilă în a. În particular, dacă f e CK(A) 


atunci f este de k ori diferenţiabilă pe A. 


Definiţia 6.4.4. Fie AcR", deschisă, f:A—R, o funcţie de k ori 
diferenţiabilă într-un punct ae A. Numim diferenţială de ordinul k a funcţiei f în 
punctul a funcţia dkf(a):R" >R definită prin: 


df(a)(h) = (h, Sath S a)+- thn OA (6.15) 


unde ridicarea la puterea simbolică k se face în sensul luării derivatelor. 
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k 
Astfel E lae reprezintă ta), 


Xj Xj 
E i E i 
— (a — (a)) reprezintă a), 
x! )) ZA )) rep ata, ) 
(Li (E (a)2 reprezintă -UT ia etc 
Ôx; ôx; Ox 207 
Observații. 
1. In cazul k = 2, d7f(a) este o formă pătratică: 
2 
d2f(a)(h) = d, -2T (a)hhy(Yh = (h,hz,...hn) €R”, cu matricea asociată 
1 jen 0Xi0Xj 


2 
= zoe TA deci tocmai matricea hessiană a lui f în a. 
0X;ðXj S 
Evident H(a) este o matrice simetrică. 
2. Presupunem că f este de k ori diferențiabilă în a. Notând cu dx, 
diferenţiala funcţiei pr; în punctul a, dx; = dpri(a), ie 1,n, formula 6.15 se mai scrie 
n n af 

—(a 


şi astfel : d“f(a)(h) = Da (ax (h)1%, (7)h €R”, de unde d“f(a) = [$ 


(a)dx; Jr“) 
m ôx Z Ox, | 


n 
Dacă f este diferențiabilă de k ori pe A, atunci d*f = [ax Jr“) 
i1 Xi 


3. Pentru n = 2, 
f: A cR? —>R,f =f(x,y),a € A,a = (Xp, Yo), 
d“f(a)(h) = (2 (ah, + 7 (ah, (v)h = (huh) € RÊ, 
OX Oy 
sau d*f(a)= (adx + A (ayay)o 
OX Oy 
Pentru k = 2, 


E 021 92f 921 
d“f(x9, Moe AA Yo)dx? +2— (xo, Yo )dxdy + — (Xo; Yo )dy’. 
OXOy ay? 


Exemplu. Fie funcţia f:AcR?°—R,f(xy)=Inyx?°+y?°. Să calculăm 


diferențialele de ordinul unu şi doi ale lui f în punctul curent. 
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Avem 
of 1 © 2x o X 
ôx dud o [2,2 x2+y2 
Xl +y^ 24X +y 7 deunde 
OI ee Y 
Oy x2 +y? 
df(x, y) = —— dx +—— dy, (Y)(x,y) € A. 
x? +y x? +y 


Dacă (Xo, Yo) = (1, -1) atunci df(1, -1) = 2-2. Pentru a determina d?f 


vom calcula mai întâi derivatele parţiale de ordinul doi. Vom avea 


ofo px of x-y? ci — 2xy 


ôx? (y?+x R ay? (y?+x S xay (y+ 


2 2 2 2 
Atunci d?f(x, y) = dx? a A 2 AxAy + dy, iar 
(x +y") (x +y") x^ + 


d2f(1, -1) = dxdy. 


Teorema 6.4.3.(Formula lui Taylor). Fie AcR", deschisă, f: A >R, o 
funcţie de k+1 ori diferenţiabilă pe A, ae A şi r > 0, astfel încât B(a,r)c A. Atunci, 
pentru orice punct xeB(a,r),xza există un punct & pe segmentul deschis de 


extremităţi a şi x astfel încât 


f(x) = f(a)+ a df(a)x -a)+ afla) -ajr... 


i | (6.16) 
„.+—df(a)(x-—a)+ 


k! E “Met a) 


Demonstraţie. Fie s = (S4, S2,..., Sn)e R”, un versor. Dacă te(-r,r), atunci 
x=a tts eB(-rr)cA şixza, dacă tz0. Să considerăm funcţia g:(-r,r)—R, 
g(t) = f(a+ts) = f(aı+ ts4, a2+ tS2,..., ant tSn). 


Cum f este de k+1 ori diferențiabilă pe A rezultă că g este de k+1 ori 
diferențiabilă pe (-r, r). 


Vom calcula derivatele lui g până la ordinul k+1. 
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Vom avea 


g(t) = s, — a (a+ts)+S, — i (a+ts)+...+S, o (a + ts),(v)te (-r,r); 
0X; 0X, OX, 
. a’f = Gali 
t) =s? —(a+ts)+s.s a+ts)+...+ss 
g(0)= si z HIS+ SS po CTSS o 


(a + ts)+ 


2 of 


n 22 
n 


tS 


(a+ts)= [s1 (a +ts)+... +s, a (a+ts)]2 = [g (0). 


1 n 
Procedând inductiv obținem 
g™(t)= [g (t)]””, pentru m = 1, 2,..., k+1. (6.17) 
Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin k sub forma Lagrange aplicată 
funcţiei g găsim că pentru (v)t e (-r,r),tz 0, există 1 între O şi t astfel încât 


„kr 


(k+1) 
ki —— e a (T). (6.18) 


to (2.3 (ra 
at) = g0) +79 (0) +579 (0)+...+--9'0)+ 


Cum x= a+ ts& x-a = îs, din 6.17 obținem 


tg (0) = ts, LENT 
0X 


„.+(x, -a.)-2 (a) = dfța)tx-—a); 
OX, 
o (0) = st (a). tsi 2 (a)=[(x; -a) Z (a)+ 


„.+(x -a DZ (a)]? = @f(a)(x-a); 


t*g“(0)= d'f(a)(x-a); 
şi 
Jkr= 


t*Igk+D(-) = t**1[s, L +TS) +... + Sp Aia + 18) 
0X1 OXn 


= [ts, A (a +78)+...+ts, ai — (a + rs)]**? 
OX, NC) 


n 


(5) = d“"f(&)(x-a), 


of of 
= [(X, Ta ii ana 


unde é =a+ rts e (a,x). 
Înlocuind derivatele găsite în 6.18 şi ținând cont că g(t) = f(x) iar g(0) =f(a), 


obținem formula (6.16). m 
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; z (5 1 
.D (k+1) k+1 e 
Observatie aca R(t) = (ki ————d9 (T ) şi Ru (x )= ERIN f(&)(x a) sunt 


resturile de ordin k sub forma Lagrange ale lui g şi respectiv f, atunci, din 


im R(W —0, rezultă că există lim 50% -oşi în particular lim R,(x)=0, deci 
t>o |] x>a |x-a] ăi 


pentru x într-o vecinătate V a lui a avem aproximarea 


f(x) = f(a)+ Taf(a)(x-a)+ + dle) -a), 


deci funcția se aproximează printr-un polinom de gradul k. 
În particular, pentru n = 2, f = f(x,y), a = (Xo, yo) rezultă că pentru (x,y) într-o 


vecinătate V a lui (Xo, yo) avem 
1 
MASTo ta T Vo NR =y — Yo) = 


= Hro, Yo) + F (koyo (xxo) 2 (xo,yo Yva), 


aproximarea de ordinul întâi, 


1 
f(x,y) f(xo Yo) + 9f (x0: Yo)(x -XoY —Y0)+ 


1 of of 
+ ad fxo Yox -xoy = Yo) = Îlxo; yae a Yo )(X —X0)+ ——(X0:Yo)(Y -Yo)+ 


Oy 
1| af 2 3f 2 „ô 

+= X X- X0) +— (o, — +2—— (Xo:Yo (X = Xo (Y — | 
2| 2 —(xo:Yo) 0) a2, oYo)(Y- Y0) axey | oYo)( o)X(Y-Yo) 


aproximarea de ordinul doi. 
6.5. Funcții şi sisteme de funcții implicite 


Considerăm ecuaţia F(x,y)=0, unde F:DcR2-—R. Ne propunem să 


rezolvăm această ecuaţie în raport cu x sau y. 


Exemple. 


1. Fie ecuaţia 4x-3y=5, (x,y)e R2, care este de forma F(x,y)=0, unde 


F(x,y) = 4x-3y-5. Această ecuaţie poate fi rezolvată în raport cu y şi are o unică 


4x —5 EE ~ l P 
soluție y Da deci există o unică functie f : R—R, astfel încât y = f(x), unde 
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4x — 


5 . E ; , E 
f(x) = „ este soluție a ecuaţiei. Analog ecuaţia poate fi rezolvată în raport 


cu x. 


2. Fie ecuația x-y? = 0, (xy) eR?. Ecuația admite o singură soluţie în 
raport cu x şi anume x = y?, deci există o unică funcţie g : R—R, astfel încât 
x = g(y), unde g(y) = y?, este soluţie a ecuaţiei. În raport cu y ecuaţia admite o 


Nx,x e A 


—ANX,X e Ap 


infinitate de soluţii pe [0,o ), de exemplu: f(x) | unde 


AAC [O, 9.9) A U A E [O, 9.9) ), A, (N A2= Ø. 
Dintre acestea doar două sunt continue şi anume 
f.(0)= x şi f2(x)= - vx, oricare xe [0,%). 


3. Ecuatia x2+y2+3 = 0, (x,y) € R? nu are nici o soluţie în raport cu x sau y. 


Fie ecuația 
F(X4, X2,...,Xn, Y)=0, (6.19) 
unde F:AxBc R'xR>R. 


Ecuatia (6.19) se scrie echivalent 


F(x,y) = 0, unde x = (X4, X2,..., Xn). 


Definiția 6.5.1. O funcție f : A >B se numeşte soluție a ecuatiei (6.19) 
pe A dacă 


F(X4: X23- Xn f (X1 X2----:Xn)) = 0, (Y ) (X4: X2,-----Xn) e A, sau echivalent 
F(x, f(x))=0, (v)xeA. 

Dacă există o singură funcţie f : A—B care să verifice ecuaţia (6.19) şi 
eventual şi alte condiţii suplimentare spunem că funcţia f este definită de ecuaţia 
F(x,y) = 0. 

Funcţiile definite cu ajutorul ecuațiilor se numesc funcții definite implicit sau 


funcţii implicite. 
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Teorema 6.5.1. (Teorema funcţiilor implicite). 

Fie AcR",n>1,BcR, deschise, (a, be Ax B şi F:A x B-—R astfel încât 
1) F(a, b)=0; 
2) (3)U e &(a),U c A,V € &(b),V c B astfel încât Fe C1(Ux V); 


3) E (ab)=0. 
Oy 


Atunci: 

a) ecuaţia F (x,y) = 0 defineşte funcţia y pe o vecinătate a punctului (a,b), 
adică există o vecinătate U, e 3(a), o vecinătate vV, e 3b) şi o unică funcţie 
f :Uo — Vo cu valorile y = f(x) astfel încât f(a) = b şi F (x, f(x)) = 0, (Y) xeUo; 

b) feC!(U) şi PRO = N eta 


c) dacă FeC* (U x V), k22 , atunci feC*(U9). 


Demonstratie. 


a) Fără a restrânge generalitatea să presupunem că F (ab) > 0. Cum 
y 
funcţia < este continuă pe U x V, (3) U, e &(a), Uic U, Vie &(b), VicV astfel 


încât T ey)> 0, (Y) (x,y)eU4 x V4. 


Fie a,ßB e V, astfel încât a<b<fp şi Vo=(0,B)e 9(b). 

Funcţia y —F(a,y) se anulează în b, are derivată pozitivă pe Vo deci este 
strict crescătoare pe Vo şi F(a,a) < 0, F(a,ß) > 0. 

Cum funcția x — F(x,a) este continuă pe U4, există o vecinătate 
U' e &(a),U' c U, astfel încât F(x,a) < 0, (v)xev'. 

De asemenea, cum funcţia x — F(x,6) este continuă pe U4, există o 
vecinătate U” e 9(a) , U" c U, astfel încât F(x,B) > 0, (Y) xe U”. 


Fie U, =U' œa U” e 9(a)şi vom avea 
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F(x,a) < 0, F(x,B) > 0, (V) xeUo. 

Fie acum x'<Uy, arbitrar. Cum funcţia y — F(x',y) este continuă pe [a,ß], 
strict crescătoare pe [a,p] şi F(x,a)<0, F(x,B)>0, rezultă că există un unic 
punct y' e (a,f) astfel încât F(x',y')=0. 

Deoarece x'<U, a fost ales arbitrar rezultă că pentru orice punct xeUv, 
fixat, există un singur punct yeVo astfel încât F(x,y) = 0. 

Definim f : Uo — Vo, f(x) = y şi atunci f este bine definită şi F(x, f(x)) = O, 
(V) xeUo. 

Pentru x = a avem F(a,b) = 0 şi cum b este singurul punct din Vo cu 


această proprietate deducem f(a) = b şi demonstraţia punctului a) este încheiată. 


b) Să observăm mai întâi că f este continuă în a. Pentru vecinătatea Vo 
aleasă în mod arbitrar, din (a) există o vecinătate Uye.9(a) astfel încât pentru 
orice xeUy, f(x)eVo, deci f este continuă în a. 

Analog raționăm pentru x' eUy şi atunci rezultă că f este continuă pe Uo. 

Fie a = (a, a2, ..., an), (a4, a2, ...,ai4, Xi, Ait1,..., ân)eUo, unde ien şi 
y = f (a4, a2, ...,ai-1, Xi, 8i+1,..., ân)eVo. 

Din Teorema lui Lagrange există £ între a; şi X, n între b şi y astfel încât 

O = F(a., a2, ...,ai-1, Xi 8i1,..., ân, Y) - F(a1, a2,..., an, D) = 
= F(a4, a2, ...,ai-4, Xi, ai+1,---, ân, yY) - F(a1, a2,..., ai, ai, ai+1,--- ân, Y) + 
+ F(a4, a2,..., ai-1, ai, ai+1,--., ân, Y) - F(a1, a2,..., an, D) = 


oF F 
= gy, Cran isan y) (X zae 3 raab, 


de unde rezultă că 


oF 
gy razan É aian y) 
l 
OF ) fla asna a CA PRIN = RN JE | O PR ORL PI 


+— (a, az.. an N =0, 


ôy Xi -aj 
pentru X; + aj. 


Pentru x; >a; avem & > a,n ->b = f(a) şi folosind continuitatea funcţiilor 
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= si a pe Uo x Vo, prin trecere la limită cu x—a; obținem 
2F aia eia (a) 0 şi cum F (a f(a))z0 rezultă 
O Xi Oy O Xi Oy 
F (a, f(a 
i „la, f(a) 
Xi F, (a, f(a)) 


Reluând raționamentul cu x în loc de a, unde xeUv este arbitrar şi cu 
y = f(x)eVo găsim că există 
of F; (x, f(x)) 


(x) = (Y) xeUo, i=4n. 
OX, F, (x, f(x)) 
Cum FeC1(UxV) va rezulta că Z, i=1,n sunt continue pe Vo, deci 
Xi 


f e C1(UJ). Mai mult, folosind teorema 6.2.2 va rezulta că f este diferentiabilă pe 


Uo. 
c) Prin inducție după k. E 


Exemplu. Să se arate că ecuația x*- y? + x + y = 10 defineşte funcția y pe 


o vecinătate a punctului (2,1). Să se calculeze y'(2), y”(2). 


Ecuația este de forma F(x,y) = 0, unde F:R?°>R, F(x,y) = x°- y?+x +y- 10. 


Evident F(2,1)=0, Fec!(R3), pa, (Y) (x,y)eR?, de unde 
y 


2 21)=-2=0 , deci ipotezele teoremei 6.5.1 sunt îndeplinite. Conform 
y 


teoremei ecuația F(x,y) = O defineşte funcţia y pe o vecinătate a punctului (2,1), 
adică (2) Uoe 2), UocR Voeg (1), VocR şi o unică funcţie y : Uo—>Vo, cu 
valorile y = y(x) astfel încât y(2) =1 şi F(x,y(x)) = 0, (v)xeUv, adică 
xX? - y°(x) + x + y(x) 210, (Y) xeUo, 
Din teorema 6.5.1(b) funcţia y este derivabilă pe Uo şi derivând ultima 
relatie în raport cu x obținem 
3x2 - 3y2(X)y'(x)-+1+ y'00)=0, (Y) xe Uo. (6.20) 


Pentru x = 2 avem y(2) = 1 şi atunci 
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12-3y'(2)+1+y'(2)=0, de unde TORES 


Derivând din nou în (6.20) în raport cu x obținem 
6x- 6y(x)y'?(x)- 3y? (x)y"(x) + y"(x) = 0, (V)xeUo, 
Pentru x = 2 obținem 


12-6-1952 3y"(2)+ y(2)=0, de unde y"(2) = -483 


4 
Sisteme de functii implicite 
Considerăm sistemul de ecuații 
Fa(X40 X2 Xn YY 2 Ym) = 0 
F2 (X4; X23--2 Xn Y4 Y2- Ym) =0 (6.21) 


Fin (X4: X25.: Xp Y1: Y2 Ym) =0 
unde F4, F2,..., Fm AX B cR" x R” >R, m, neN*. 
Dacă x = (X4: X2;3--Xn) Y =(Y4Y2;,---Ym) Şİ F = (Fu, F2,...,Fm) atunci sistemul 
(6.21) se scrie echivalent sub forma unei ecuatii vectoriale 
F(x,y)=0 (6.22) 


Definiţia 6.5.2. O funcție f : A —> B, f = (f4, f2,....,fm) se numeşte soluție a 
sistemului (6.21) (sau echivalent a ecuației vectoriale (6.22)) pe A dacă 


F (x, Kiyes x. fl Xos e PRE | dă Xoyi x, ))= 0 


PO e O aa Ka a a0 i (v) XeA 


F(x X2- Xn f(x, Xai CINE e dă Xaydi x, ))= 0 


(sau echivalent F(x,f(x))= O, (v)xeA). 
În cazul în care sistemul (6.21) are pe mulţimea A o singură soluţie 
f = (fa, f2,....;Îm) spunem că funțiile fi, f2,....,fm constituie un sistem de funcții 


definite în mod implicit sau un sistem de funcţii implicite. 


Teorema 6.5.2. Fie sistemul de ecuaţii (6.21) în următoarele ipoteze: 
AcCR",BeR”, deschise, F:A x B >R", F =(F4, F2,...,Fm), (a,b)eAA x B astfel încât 
1. F(a,b)=0 (eFu(a,b)=F>(a,b)=.....=F(a,b)=0); 
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2. (3)Ue9(a), UcA şi Veð (b), VcB astfel încât 
Fe C'(UxV) [e Fi, Fz... Fm e C'(Ux V)); 


D(F}, F2... Fm) 


3, 
D(y4,y2;-.::Ym) 


(a,b)z0. 


Atunci: 

a. sistemul (6.21) defineşte funcţiile y4, y2,....Yym pe o vecinătate a 
punctului (a,b), adică există o vecinătate Uye9(a), o vecinătate Vye9(b), şi o 
unică funcție f:Uo—Vo, f = (f4, f2,.....fm) cu valorile y = f(x) 

(e y4 = 4X4 Xa Xn hc Ym = fm(X1X2--Xn )) astfel încât b = f(a) 
(© b4 =f,(a),....bm = fmla)) şi F(x,f(x)) = 0, (V)xeUo. 
b. fe C1(Ug) şi 


D(F Farma Fm) (a Hx) 
Of, yjz D(x;, Y2,- Ym) (v)x ETA RE 
Xi D(F}, F2,..., Fm ) (x f(x)) 
D(y4, Y2- Ym) 
pE En D 
afm En D Y4: Y2- Ym-14: Xi i în Ice 
D(y4,Y2,--- Ym) , 


c. dacă FeC¥(U x V), k> 2, atunci fe C*(Uo) 


Demonstrație. Prin inducție după m. = 
Pentru m=1 teorema se reduce la teorema 6.5.1 iar pentru celelalte detalii se pot 


consulta lucrările [8] sau [11] . 
Exemplu. Fie sistemul de ecuații 


ARE 3a 
He yv+2v” =0 (6.23) 


4u? + 2v2 —x5y =0 
Să se arate că sistemul defineşte funcţiile u şi v pe o vecinătate a punctului 
(Xo, Yo, Uo, Vo) = (1,2,0,1). Să se calculeze du(1,2), dv(1,2). 


F(x, y,u,v)=0 


„unde F4, F2: Rf> R, 
F2(x,y,u,v)=0 


Sistemul (6.23) este de forma | 


F4(x,y,u,v) = xyu — yv? + 2v, F2(x,y,u,v) = 4u? + 2v2 — x°y. 
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Evident avem F+(1,2,0,1) = 0, F2(1,2,0,1) = 0, F4, Fe C1(RÎ), 


OF, ôF 
ee e 2 
DEE du: e „> 2WFON- | auda 
Duv) | ôF, aF, |7| au 4v 
ðu Ov 
2 2 
D(F,,F,) (120,1) = =8#0, 
D(u, v) O 4 


deci ipotezele teoremei (6.5.2) sunt îndeplinite. Conform teoremei sistemul (6.23) 
poate fi rezolvat în raport cu u şi v pe o vecinătate a punctului (1,2,0,1), deci pe o 


vecinătate Uge 3((1,2)) avem u = u(x,y), v = v(x,y), u(1,2) = 0, v(1,2)= 1 şi 


2 3 2 
e sila Era ci i, (6.24) 


4u2(x,y)+ 2v2(x,y)- xy = 0 
Vom avea 


du(1,2) = AU (42) + AU (4 2)dy = 
OX Oy 


dv(1,2) = A (12)dx +A 12)dy 
OX Oy 
Derivând în sistemul (6.24) în raport cu x obținem 


ðu Ov Ov 
yu(x,y)+ Ya (x,y)-2yv(x,y)— (x, y)+ 6v? (x,y) —(x,y)=0 
x 0x 0x 


ðu OV 
8u(x,y) —(x,y)+ 4v(x,y) (xy) 3x2y =0 
ox OX 


(v) (x,y)eUo. 


2% (12) = 4&2) + 6 &® (12) =0 
OX OX ox 


Pentru (x,y) = (1,2) obținem r 
4%(12)-6=0 
OX 


Ov 3 . ðu 3 
de unde —(12)=—— şi —(12)=-——. 
Fe 2 S ax! 2 


Derivând sistemul (6.24) în raport cu y obținem 


O O O 
x.y) ya XY) = Vie y)- 2 yy) + 6v yxy) =0 
m zi , (7) y)eo 
But, y) E(x y) + Ay) 


3 
x,y)- x” =0 
y 3y y) 
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2012) 1-42 (12)+69.(12)=0 
Pentru (x,y) = (1,2) obținem E y y , 
4%(12)-1=0 
Oy 
de unde GV (oja Oa paul şi atunci 
oy 4 Oy 4 
3 1 3 1 
du(1,2) = ——dx + —dy, dv(1,2)= —dx+—d 
u(1,2) 3 07 ta OA 12) ete 0 


Transformări regulate 


Fie A cR", deschisă şif: A > R", f = (f4, f2, ...,f). 
Definiţia 6.5.3. Funcția vectorială f este o transformare regulată în punctul 
aeA dacă funcţiile f4, f2, ...,fn au derivate parţiale continue într-o vecinătate V a 


Dii anst 


lui a şi 
D(X,X2,....:Xn) 


(a)z0. 


Funcţia f este o transformare regulată pe A dacă este o transformare 


regulată în orice punct din A. 


Observaţie. Cum jacobianul transformării este o funcţie continuă rezultă 
că, dacă f este o transformare regulată într-un punct aeA atunci f este o 
transformare regulată într-o întreagă vecinătate a lui a. Mai mult, dacă f este o 
transformare regulată pe A şi A este conexă atunci det J; are un semn constant 


pe A. Folosind teorema 6.5.2 se poate demonstra următorul rezultat (vezi [8]): 


Teorema 6.5.3. (teorema de inversiune locală). 

Fie f.AcCR"—R", A deschisă, o transformare regulată într-o vecinătate U 
a punctului aeA. Atunci există o vecinătate Ued(a), UocU şi o vecinătate 
Voe9(f(a)) astfel încât restricţia lui f la Uo este o aplicaţie bijectivă de la Uo pe Vo. 


Mai mult, dacă g= (flu, y1 atunci g este o transformare regulată în punctul 


b = f(a) şi ur) 
D(x 
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6.6. Extreme locale pentru funcții reale de mai multe 


variabile 


Definiţia 6.6.1. Fie AcR"şif:A-— R. Un punct aeA se numeşte punct de 
minim (respectiv maxim) local pentru funcţia f dacă există o vecinătate Ve9(a) 
astfel încât f(x) > f(a) (respectiv <), (Y) xeVNA. 

Dacă aceste inegalităţi au loc (v) xeA spunem că a este punct de minim 
(respectiv maxim) global sau absolut. 

Un punct aeA se numeşte punct de extrem local pentru f dacă este punct 


de minim local sau de maxim local pentru f. 


Definiţia 6.6.2. Fie AcR”, deschisă şi f : A-— R. Un punct acA se 
numeşte punct critic sau staționar pentru funcţia f dacă f este diferenţiabilă în a şi 
df(a)=0. 

Teorema 6.6.1. (Teorema lui Fermat). Fie AcR", deschisă şi f:A—R. 
Dacă acA este un punct de extrem local pentru f iar f este diferenţiabilă în 


punctul a atunci df(a) = 0, adică a este punct critic. 


Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea să presupunem că a este 
un punct de minim local pentru f. Atunci (3) r>0 astfel încât B(a,r)cA şi f(x)>f(a), 
(v)xeB(a,r). Fie seR" un versor şi funcţia g: (-r,r)—R, g(t)=f(a+ts) şi să observăm 
că g este bine definită deoarece pentru te(-r,r) rezultă că a+tseB(a,r) cA. 

Luând x = a + ts e B(a, r) vom avea g(t)>g(0), (V) te(-r, r) deci t = O este 
punct de minim local pentru g. 

Cum f este diferenţiabilă în a rezultă că f este derivabilă în a după direcția 
s deci g este derivabilă în t = O şi conform teoremei lui Fermat de la funcţiile reale 


de variabilă reală rezultă că g'(0) = 0. Dar aceasta implică (a) =0. 


Luând s = e, i=1n, unde e&4,€2,...,€p sunt versorii bazei canonice obținem 
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Observaţie. Din teorema lui Fermat rezultă că mulţimea punctelor de 


extrem local se află printre mulţimea punctelor critice, adică printre mulţimea 


soluţiilor sistemului OX2 


Reciproca acestei teoreme nu este în general adevărată. În acest sens fie 


funcţia f:R2-R, f(x,y) =x2-3y?. Evident avem Zoo) z 0,2100) —0, deci df(0,0)=0. 
Mai mult, f(x,0)-f(0,0)=x2>0, (Y) (x,y)eR°, xz0, f(0,y)-f(0,0)= -3y2<0, (Y) (x,y)eR?, 
yz0, deci diferența f(x,y)-f(0,0) nu are semn constant pe nici o vecinătate a 


originii şi atunci punctul (0,0) nu este punct de extrem local pentru f. 


Vom stabili în continuare o condiţie suficientă pentru ca un punct critic să 


fie punct de extrem local. În acest scop vom stabili mai întâi : 


Lema 6.6.1. Fie ọ:R"”—R o formă pătratică pozitiv definită, adică 


p(x) = aXX, , (V)x = (4, X2,..,Xn) ER", ajeR, ije1n şi 0(x)>0,(v)xeR”, xz0. 
j J J 


ij 


Atunci există o constantă m >0 astfel încât q(x) > m|x 2 ()xeR". 


Demonstraţie. Fie S = (xeR": ||x||=1}. 

Cum S este închisă şi mărginită în R”, este compactă şi din teorema lui 
Weierstrass, cum ọ este continuă pe S este mărginită inferior pe S şi îşi atinge 
marginea inferioară. Fie aeS astfel încât q(a)= m = inf{ọ(x): x e S} 


Cum aeS avem az0 şi atunci m=c(a)>0 iar pentru orice y eS avem 


EA 
| 


F (V) xeR", xz0 şi cum această inegalitate este verificată şi 


eS şi deci dă em (vV) xeR", xz0 


e(y)>m. Dacă xeR", x70, atunci y = Pi 
X 


de unde ọ(x) > m|x 


pentru x = 0, demonstraţia este încheiată. E 
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Teorema 6.6.2. Fie A cR", deschisă, f:A—R,fe C2(A) şi a €A punct critic 
pentru f. Dacă forma pătratică d?f(a) este 
a) pozitiv definită atunci a punct de minim local; 
b) negativ definită (adică —d?f(a) este pozitiv definită) atunci a este punct 


de maxim local. 


Demonstraţie. Presupunem mai întâi că d?f(a) este pozitiv definită. Cum 


02f 
OX;0X 


fe C2(A) rezultă că matricea asociată | e) este simetrică. 
1<i,j<n 


j 
Aplicând lema 6.6.1 formei pătratice d?f(a) rezultă că există m>0 astfel 
încât 
d?f(a)(x) > m |x] „(x € R" şi atunci 
d?f(a)(x-a) > m |x a ,(”)x €R". 
Pe de altă parte, cum feC2(A), din formula lui Taylor cu rest de ordin k = 2 
sub forma Lagrange, pentru orice xeB(a,r)cA, există un punct & între a şi x 
astfel încât 
f(x) = f(a)+ zar(a)tx -a)+ a,d?rE)x -a). 
Cum a este punct critic avem df(a) = 0 şi atunci 


f(x) - f(a) = TE- a) = > drta)x-a) + 5 [PEx -a)-d’f(a)(x-a)]> 
> x-alP -3 lf(E)(x-a)-df(a)(x-a)] , (Y) xeB(a,r). 


d’f(£)(x-a)-d’f(a)(x-a) 


| 3 „daca x za,xeB(a,r) 
Fie a(x)= lx-a| 


O „daca x=a 
Cum feC?(A) avem lim a(x) =0 şi atunci 
x>a 
i 
(m+a(x)), 


m a(x) x-a 
f0)-fa)=> l-a| + = -al'= | - | 
Cum m > 0 şi lima(x)=0 „există r1>0, r„<rastfel încât 


m+a(X) > 0,(v)x eB(a,r,)cB(a,r). 
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În concluzie f(x) - f(a) > 0, (Y) xeB(a,r4), adică a este un punct de minim 
local. 
Dacă d?f(a) este negativ definită atunci -d7f(a) este pozitiv definită şi 


folosim prima parte a demonstraţiei. E 


Teorema 6.6.3. Fie Ac R?, deschisă, fe C?(A), f = f(x,y), acA, a =(Xo,Yo) un 


punct critic pentru f. 
: o’f a? o’f tu Ma 
Fie r, = DZ e Yo) Sps axoy e Yo) t= ayz o Yo) (notatiile lui de Monge). 


1) nt, -sf >0 şi rọ >0 atunci (xXo,Yo) este punct de minim local; 


2) nt, -sf > Oşi rọ <0 atunci (Xo,yo) este punct de maxim local; 


3) mt -s? <0 atunci (Xo,yo) nu este punct de extrem local. 


Demonstratie. Pentru (X,y)eA avem 


2 2 


of of 
d"f(Xo, Yo )(X -Xo Y = Yo) = 2 (Xo Yo (x = Xo)? +2 (Xos Yo )(X — Xo (Y — Yo) + 
0X OXOY 


02f x-x N x-xX 
+— (Xo Yo Y-Y) = (Y=Yo j :| + 2So = +9] , pentru yz yo. 
Oy Y — Yo dă Ai 


E 3 X-X 5 S S 
Dacă notăm cu u=- ^0 atunci se observă că d?°f(xo, yo) are un semn 
Y- Yo 


constant dacă şi numai dacă trinomul rou2+2sou+to are rădăcini complexe, adică 
dacă roto-sâ >0. 

În acest caz semnul său este dat de semnul lui ro. 

În consecință, d?f(a) este pozitiv definită dacă ro>0 şi negativ definită dacă 
r'o < 0. 

Conform teoremei 6.6.2, pentru ro > O punctul (Xo,Yo) este punct de minim 
local iar pentru rọ < 0, punctul (Xo,Yo) este punct de maxim local. 

Dacă roto- so? < O atunci d2f(x0,yo) nu mai păstrează semn constant şi 
atunci diferența f(x,y) - f(xo,yo) nu are semn constant pe nici o vecinătate a 


punctului (Xo,Yo), deci (Xo,Yo) nu este punct de extrem. m 
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Observaţie. Dacă roto - Sọ = O nu putem preciza dacă punctul (Xo, Yo) este 
sau nu punct de extrem. În acest caz semnul diferenţei f(x,y) - f(xo, yo) depinde 


de semnul diferenţelor de ordin superior. 


Exemplu. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei 
f:Ac R? >R, fu, y)=x2+xy + y2 —4Inx—10Iny. 


Determinăm mai întâi punctele critice: 


Zo PEE 

, , care are soluția (Xo,yYo) = (1,2) deci punctul (1,2) este 
—=0 x+2y-— =0 

Oy y 


punct critic. Pentru a vedea dacă este punct de extrem local să calculăm 
derivatele parțiale de ordinul doi. 


Evident avem: 


02f 4 of 
ax ez h) = z (1,2) 6; 

2 2 

of L 7e o (12) =1 
OXOy O 

2 2 
le LEE e E 
oy y oy 4 2 


Prin urmare roto - So? = 6-2-1 =26>0 şi cum rọ > O rezultă că (1,2) este 


punct de minim local. 


Teorema 6.6.4. Fie Ac R”, deschisă, f:A-—R,feCZ(A) şi aeA punct 


critic pentru f. 


02f 
Fie a; (a)=a;,1<ij<n 
OX;OX 
a a2 ain 
a, a a„ a a 
Fie A, =a; A, = 11 12 A Z 21 22 2n 
aztal AD | eh a ae 
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Atunci: 
1) Dacă A, > 0, A, > 0,..., A, > O „rezultă că punctul a este punct de 
minim local; 
2) Dacă A, <0,A, >0,...,(-1JA, >0,rezultă că punctul a este punct de 


maxim local. 


Demonstraţie. Se foloseşte următorul rezultat algebric (condiţiile lui 
Sylvester): 
Fie ọ o formă pătratică a cărei matrice asociată (aih ai jen este simetrică. 


SAnS n , minorii principali ai 


matricei. Atunci: 


1) Dacă A, > 0, A, >0, ... A, > 0, rezultă că ọ este pozitiv definită; 


2) Dacă A, <0, A, > 0,..., -1f -A, >0, rezultă că ọ este negativ definită. m 


Exemplu. Să se determine punctele de extrem local ale funcției cu 


valorile f(x,y,z) = ! PR AEA X,y,z>0. 
x y z 16 


Determinăm mai întâi punctele critice: 


as a 

0X x y 

of X- 1 : . 
—=0 &;-—+-=0 „care are soluția x = 2, y = 4, z = 8, deci 
oy yé zZ 

of y 1 

—=0 -—3+—=0 

Oz 22116 


(Xo, Yo, Zo) = (2, 4, 8) este punct critic. 
Pentru a vedea dacă este punct de extrem local să calculăm derivatele 


parțiale de ordinul doi. 
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Evident avem 


ot 2 oA 2x 02f 2y 0f IE i oti 1 
T , = , =>. = j =0, = 
ôx? x?’ ôy? y5 əz? z’ ôxðy y?’ OX0z ðyôz z? 


şi matricea hessiană devine 


of of 02f 
G 4,8) na (2.48) Sg 48) - p 0 
of 02f of 1 1 1 
H(2, 4,8) = 2,4,8 — (2,4,8 2,4,8) = 
l ) D ) ôy? l ) TA ) 16 16 64 
2 2 2 1 1 
Hean dies Besa) O -da 
- i zi 3 1 ; 
Observăm că A4 = = > 0, Ap Dag O Ag > a deci 


(Xo, Yo, Zo) = (2, 4, 8) este punct de minim local. 
Extreme condiționate. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange 


Fie f:AcR" >R, 9,9: AR, k<n şi BcA mulţimea soluțiilor 


sistemului 


(XX) (6.25) 


O, (ae Xz- Xn] =0 
Ne propunem să determinăm extremele funcției f care să verifice în plus 


conditiile (6.25), numite legături. 


Definiţia 6.6.2. Un punct aeB se numeşte punct de extrem local al 
funcției f cu restricţiile (6.25) sau punct de extrem local condiționat dacă există o 


vecinătate V € J(a) astfel încât diferenta f(x)-f(a) are semn constant pe V ^B. 


Cu alte cuvinte punctul a este punct de extrem condiționat pentru f dacă 


este punct de extrem pentru restricția lui f la B, deci pentru fl B- 
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Definiţia 6.6.3. Un punct a €B se numeşte punct critic condiţionat pentru f 
dacă este punct critic pentru f|g.. 
Pentru determinarea extremelor condiționate vom folosi metoda 


multiplicatorilor a lui Lagrange. 
Teorema 6.6.5. (Existenţa multiplicatorilor lui Lagrange). 
Fie AcR", deschisă, f, g4, 92, -.., Se CI(A) şi ae A punct de extrem local 


pentru f cu restricţiile (6.25). 


Don: 92»-::19k) (a) 
D(X4, X25.. Xk 


Dacă 


z 0 atunci există k numere reale 1,,1,....,1, astfel 


încât dacă se consideră funcția L = f +1494 +292 +... +Ak9k , Să avem 


L a)=0,i=ī7n ze Ș T 
Ô Xi , adică punctul a să fie punct critic al funcției L. 
g;(a)=0,i=1,k 


Demonstraţie. Cum Don: 92,- 9) (a)+0 conform teoremei 6.5.2 sistemul 


Xq X23- Xk 

(6.25) poate fi rezolvat în raport cu variabilele x4, X2, ..., Xk pe o vecinătate a 
punctului a = (a4, a2, ..., ak, ak+1, ..., ân), deci există o vecinătate Uo a punctului 
(ars, ..-, an) în R", o vecinătate Vo a punctului (a4, a2, ..., ax) în RF astfel încât 


VoxUy cB şi sistemul (6.25) are soluţie unică (x4, X2, ..., Xk) În Vo: 


X1 =k) 
X2 = P2(Xkit Xn) 


(6.26) 


Avem a, = pr(a+m---2n)) a2 = Po (aseara = Pk lakatan). 


Funcţiile q,02,...:p, sunt de clasă C' pe Uo. 
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Înlocuind x4, X2, ..., Xk din (6.26) în (6.25) obținem: 


O(g Ra e OK Ducat ee ni) Xa) e 
e PL (Cap CR REED Kihi PI e ORDONE AIP APR BN = 


Oe (Pr EE Xa a E Xa Xa Xa) 9) 


(Vor Xk 20: Xn)€ Uo. 


Din (6.27), folosind teorema de derivare a funcţiilor compuse obținem: 


> 2m 2 a =0, m=1k,i=k+1n (6.28) 
Considerăm funcţia cu valorile 
Ferrer) = PPk Xn e Pk Ore Xn h Xkat Xn): 
Cum punctul a este punct de extrem local pentru f, cu restricțiile (6.25) iar 
(Xka: Xn he Pk Xka Xn Xka: Xn) e B rezultă că (a, ,4,..-,a,) este punct 


de extrem local pentru F. 


Folosind teorema lui Fermat rezultă că: 


Z fekin:@)=0, (v)i=k+Tn adică 
Xi 
MS a erar EART (6.29) 
âX, DO, x A 
Întrucât Don: 921---:9k) (a) 20 rezultă că sistemul liniar 
Xi Xosa Xk) 
koga of ' 
iT 6.30 
> 7 (a) am x a). (6.30) 


k 
are soluție unică. Fie (1,12,...,44) această soluție şi L =f + Y Am9m - 
m=1 


Vom arăta că L satisface concluziile teoremei. 


Cum aeB rezultă că g(a)=0,(v)i=1,k. 


SEE k 
Pentru je1k vom avea eje Chi Sim “Om (a) şi folosind (6.30) 
o o Xj m1 OX; 


obținem (ținând cont că  14,13,..:Am este soluție a sistemului) 


bijn, (v) j=1,k. 


ôxj 
Pentru iek+1,n , folosind (6.28) vom avea 
aS E D am re) aa) Dm D oe) E ainen) = 
= ate) D e Curran) Dam Ene) 
Cum (%4,à2,..., ày) este solutue a sistemului (6.30) va rezulta că 
z a)= De) D R aknan) şi folosind (6.29) obținem 


L (a)=0,(y)i=k+1,n şi demonstraţia este încheiată. 


Observaţie. Teorema 6.6.5 se poate enunța şi astfel: Orice punct de 
extrem condiționat este punct critic condiţionat. 

Practic, pentru rezolvarea unei probleme de extrem condiţionat se 
procedează astfel: 

1. Se asociază funcţia lui Lagrange 

L = f +494 + à292 +... + ARO CU A, Apo Ak ER, 
nedeterminați (numiți multiplicatorii lui Lagrange). 
2. Se determină punctele critice ale lui L, adică soluțiile sistemului: 


PL e NP a 
Xi 
gi =0,1<i<k 


3. Dacă (a„a,...a,,A....14 ) este o soluţie a acestui sistem atunci punctul 


a = (a4, a2, ..., an) este punct critic condiţionat al funcţiei f. 
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4. Presupunem că f, 91, 92, -.-, Jke C2(A). 

În acest caz f(x)-f(a)=L(x)-L(a), (v)xeB şi pentru a studia dacă a este 
punct de extrem local condiţionat vom studia semnul diferenței L(x) - L(a), 
calculând d? (a), în care diferențiem legăturile (6.25) în punctul a. Vom găsi în 


acest punct dx., dX, ..., dx, în funcţie de dx, ..., dx. 


Aplicaţie. Să se construiască un rezervor în formă de paralelipiped drept, 
de volum maxim având la dispoziție 48 m? de tablă (presupunem rezervorul 
neacoperit). 

Fie x > 0 lungimea, y > 0 lăţimea şi z > 0 înălțimea paralelipipedului. 

Atunci volumul paralelipipedului este V = xyz şi xy+2xz+2yz = 48. 

Problema se reduce la determinarea maximului funcţiei f cu valorile 
f(x,y,z)= xyz, x>0,y >0,z>0, cu legătura xy+2xz+2yz-48=0 o glx, y, z) =0, 
unde g(x,y,z)= xy + 2xz + 2yz- 48. 

Fie L(x,y,z,1)= f(x, y,Z)+ àg(x, y, Z) = xyz + (xy + 2xz + 2yz — 48). 


Determinăm punctele critice ale lui L: 


00 

OX yz + 1y + 21z =0 

oL 

= XZ + 1X + 212 =0 , , 

oy <> „care admite soluția x = y = 4, z = 2, X = -1, 
a Xy + 21X + 21y =0 

— =0 — = 

oz xy + 2xXz + 2yz- 48 =0 

g=0 


deci punctul (4,4,2) este punct critic condiționat. 


Pentru à = —1, funcţia lui Lagrange devine 
L(x,y,Z) = xyz-xy-2xz-2yz+48. 
Vom calcula d?L(4,4,2). Evident avem 


PL OLL 02L ôL ôL 
= = =0, =z—1, =y-2, 
ôx? ay? oz? ôxðy OxOy Oyoz 


= x-2 şi atunci 
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2 ðL 92 
d2L (4,4,2)= Za (4,4,2)dx° + F (4,4,2)dy° + F (4,4,2)dz? + 


2 


2 
PE i 
OXOy 


L 07 
4,4,2 \dxdy + 2 — (4,4,2 Jdxdz + 2 — (4,4,2 ìdydZz = 
( )dx y+ Sl \dx Z+ a )dy Z 


= 2dxdy + 4dydz + 4dzdx. 


Din g(x,y,z) = O rezultă dg(x,y,z) = O şi în particular dg(4,4,2)=0, adică 
8dx+8dy+16dz = 0, de unde dx = -dy -2dz. 
În concluzie, 
d?L(4,4,2) = —2dy(dy + 2dz)+ 4dydz — 4dz(dy + 2dz) = —2dy? — 4dydz —4dz? < 0 , 
deci d2L(4,4,2) este negativ definită şi atunci punctul (4,4,2) este punct de 


maxim local. 


Probleme propuse 


2 


1. Fie funcţia f:R? >R, f(x,y) = y? daca OGY AI0O 
0 „daca (x,y) = (0,0) 
Să se arate că funcţia f nu este continuă în punctul (0,0) dar este derivabilă 
în (0,0) după orice versor s = (S4,S2) € R2., 
2. Fie funcția f : R? —R, f(x,y) = cos(2x+3y). 


Să se calculeze SI Z o) „unde s € RÊ este un versor. 
——XY — daca (x,y) + (0,0) 
3. Fie funcţia f :R? >R, f(x,y)=4 x? + y2 ; 
0, daca (x,y) = (0,0) 
Să se arate că 
a) f este continuă şi derivabilă parțial pe R2; 


b) f nu este diferentțiabilă în punctul (0, 0). 
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1 
(x? +y? )cos—, daca (x,y) + (0,0) 
4. Fie functia f :D c R? >R, f(x,y)= x2 + y2 


0 , daca (x,y) = (0,0) 
Să se arate că 

a) f este derivabilă parțial pe RE iar derivatele parțiale nu sunt continue în 
punctul (0,0); 

b) f este diferenţiabilă în punctul (0, 0). 


5. Fie funcţia f :D c RAS a f(x,y) =arctg asi 
y 


a) Să se calculeze derivatele parțiale de ordinul întâi şi doi; 
b) Să se calculeze df(-1,2), df(-1,2)(3,-2), d2f(-1,2), d2f(-1,2)(3,-2). 
2 
6. Fie funcţia f:D cR? —>R?, f(x,y,z)= e s me] 
x+y 


Să se determine J(2,-1,0). 


7. Fie functia f:RĉW(a,b,c)}—>R, 


f(x,y,z) = ory unde a,b,c eR. 


(x-af +(y -bf +(z-cf 


: ooi aa oT 
Să se arate că i ip 0 
Ox yl z 


8. Fie funcţia f:DcR?>R, f(x,y) =. 
X+y 


m+n 


Să se calculeze ——-, unde m,neN*. 
ox 0y 


9. Fie funcția f : R? >R, 


2 
2 X 
y“ In] 1+— daca y #0 
f(x y)= | 3 


O „dacay=0 
2 2 
Să se arate că feCI!(R2), eT oo op) dar nu este verificat 
OXOy OyOX 


criteriul lui Schwarz. 
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10. Fie funcţia u:D cR? >R, 
u(x, t) = f(x + at) + g(x - at), a e R, unde f şi g sunt două funcţii de două ori 
diferenţiabile. 


2 2 
Să se arate că săi ga zi; 
ot 0X 


11. Fie functia f :Dc R? >R,fy,z)= nx + x| Z,Ž unde ọ:AcR?>R 
Z XX 


este diferenţiabilă. 


z 5 of of of xy 
Să se arate că x— +y— +zZz— =— + 
0X ôy Z Z 


f. 


12. Să se arate că următoarele funcții sunt omogene şi să se verifice 


relaţia lui Euler: 


N |< 


a) f:DcR?>R, ry2)-[2] 
3y 


b)f:DcR?>R, f(x,y)=x" a|2 unde neN'şi ọọ este o funcție 
diferenţiabilă. 

13. Fie funcţia f:DcR?—R, tixy) = efx = 2% unde p:ACR2>R, 
pe CZ(A). 

Să se calculeze df(x,y)şi d2f(x,y),unde (x,y)eD. 


14. Fie funcţia f:DCR2—R, f(x,y) =arctg 


Ea „Să se aproximeze funcţia f 
printr-un polinom de grad doi în vecinătatea punctului (1,-1). 
15. Să se studieze extremele locale ale funcțiilor: 
a) f:R2—R, f(x,y)= (2 + y2 Je2>*5 
b) f:R214(0,0)—R, f(x,y)= xyln|x? + y2); 


c) f : (0,2 )x (0, z)—>R, f(x,y) = sin xsin y sin(x +y); 


d 


d) f:D c R? > R, f(x,y) = x-2y + In 4x? +y? + 3arctg y 


X 

e) f :R?>R, f(x,y, Z) =X? +y? +z? +12xy + 2z. 

16. Să se arate că funcţia f :R2—R, f(x,y) = [1-- e” cosx- ye” are o 
infinitate de puncte de maxim local şi nici un punct de minim local. 

17. Să se arate ca ecuaţia xe =xy+z defineşte funcţia z pe o 


vecinătate a punctului (2,1, 0). 


2 
Să se calculeze dz(2,1) şi — (21). 
Ox0y 


18. Să se calculeze y,y', dacă funcţia y este definită de ecuaţia 
In + x2 pe = arctgă.. 
y 


19. Ecuația F(x, x+z, y+z) = 0, unde F:DcR?>R,F ecC?(D),definește 


funcția z. 
2 


ôxôðy ` 


Să se calculeze dz şi 


iese: 12 
20. Să se arate că sistemul 2 defineşte în mod implicit 
x+y+z=2 


funcțiile x şi y pe o vecinătate a punctului (1,-1,2). 


Să se calculeze x'(2); y’ (2); x'(2); y'(2). 
21. Dacă funcţiile u şi v sunt definite de sistemul 


uv =ax+by+cz Gu ôu ðu 
r e Da A b,c eR, atunci x—+y—+z—=0. 
vV =x2 +y +Z ôx ` ôy 02 
_v)=1 
22. Sistemul a 1 unde g:Dc R? >R, geC!(D) defineşte 
xu+yv=1 


functiile u şi v. Să se calculeze du, dv. 


240.2 


23. Să se studieze punctele de extrem local ale funcţiei z definită de 


ecuația X2+y2+z2+2x+y-4z = 5. 


24. Să se determine punctele de extrem ale funcției f:R?—>R, 


f(x, y, Z) = xyz* cu legătura x + 2y + 3z =a (x> 0, y> 0, z> 0, a> 0). 


25. Să se determine punctele de extrem ale funcției f: R*—R, 


Xy+XZ+yz=8 
f(x, y, Z) = xyz, cu legăturile | y y 
xXx+y+z=5 


vidae 


CAPITOLUL 7 


INTEGRALA RIEMANN 


7.1. Primitiva unei funcţii reale de variabilă reală 


Definiția 7.1.1. Fie | c R un interval şi funcția f : | —> R. Spunem că f 
admite primitivă pe | dacă există o funcţie F : | — R, derivabilă pe | astfel încât 


F'(x) = f(x), (V) xel. Funcţia F se numeşte primitivă a funcţiei f. 


Proprietăţi ale primitivelor 

Propoziția 7.1.1. Dacă F : I — R este o primitivă a funcţiei f pe | atunci 
F +c, unde c e R, este o primitivă a lui f pe l. 

Demonstraţie. Fie c eR șṣiG:I—>R, G=F+c. 


Vom avea G' = (F + c) = F'=f. m 


Propoziția 7.1.2. Dacă F,G : I > R sunt două primitive ale lui f pe | atunci 
acestea diferă printr-o constantă. 
Demonstraţie. Cum F' = G'=f rezultă (F - G) = F'- G' = 0, deci F — G este 


o constantă. În 


Observaţie. Dacă | nu este interval, concluzia propoziției 7.1.2 nu este în 
general adevărată. 

În acest sens considerăm funcția 
f:(0,1)u (2,3) > R, f(x) = 1, (Y) xe (0,1) u (2,3) şi 
x +1, daca x e (0,1) 


F, G:(0,1)u(2,3)—R, F(x) = [ daca x e (2,3) 
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gusl daca x e (0,1) 
x+1, daca x e (2,3) 


Atunci F, G sunt derivabile pe (0,1) u (2,3), 


F'= G'=fdarF şi Gnu diferă printr-o constantă. 


Observaţie. Din propoziția 7.1.2 rezultă că, dacă F : I — R este o primitivă 
a funcţiei f pe | atunci mulţimea primitivelor funcţiei f pe | este formată din funcţiile 
de forma F + c, undec eR. 

Mulțimea {F + c: c eR} a tuturor primitivelor lui f pe | se numeşte integrala 


nedefinită a lui f pe | şi se notează cu [f(x)dx (sau [fdx, ff). 


Vom scrie [f(x)dx = F(x) + Z. 


Propoziția 7.1.3. Dacă f şi g au primitive pe un interval | atunci funcţia f+g 
are primitive pe I şi f (f + 9)(x)dx = ff(x)dx + | g(x)dx. 

Demonstraţie. Fie F:I—Roprimiivăaluifşi G : I —> R o primitivă a lui 
g. Atunci vom avea (F + G) = F' + G' =f + g , deci F + G este o primitivă a lui 


f + g şi demonstraţia este încheiată. m 


Propoziția. 7.1.4. Dacă f are primitive pe un interval | şi aeR atunci af are 
primitive pe | iar pentru a + 0 avem faf(x)dx = a f f(x)dx. 

Demonstratie. Fie F : | —> R o primitivă a lui f şi a e R. Vom avea 
(aF) = aF' = af, deci aF este o primitivă a lui af. 

Dacă a = 0 atunci faf(x)dx = [Odx = Z iar a[f(xyix = 0, deci egalitatea 


nu este adevărată. m 


Propoziția 7.1.5. Dacă f are primitive pe un interval | c R atunci f are 


proprietatea lui Darboux. 


Demonstraţie. Fie F : | — R o primitivă a lui f. Atunci F este derivabilă pe | 


şi din teorema lui Darboux derivata sa F' = f are proprietatea lui Darboux. = 
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Propoziția 7.1.6. (de existență a primitivelor). Fie f : I —> R o funcţie 


continuă. Atunci f are primitive pe l. 


Metode de determinare a primitivelor 


Propoziția 7.1.7. (metoda integrării prin părți) 
Fie f, g : | — R, derivabile cu derivate continue pe |. Atunci 
f 1099 '09dx = 10090) - [7'bog0)ax 
Demonstraţie. Cum f ' şi g' sunt continue rezultă fg' şi f 'g sunt continue, 
deci au primitive . 
Cum (îg) =f'9+fg' rezultă că funcţia fg este o primitivă a funcţiei f 'g + fg', deci 


[(f"0)9(x) + f(x)g'(x))dx = f(x)g(x) + 2, de unde 


[f009'0x)dx = fg) - [1'0)a)dx + E = fg) - [r'0)90)ax. a 


Propoziția 7.1.8. (prima metodă de schimbare de variabilă). 
Fie |, J c R intervale şi functiile f : I —> R, ọ : J > I cu proprietăţile 
i) ọ este derivabilă pe J; 
ii) f are primitive pe I și F : I| —> R este o primitivă a sa. 
Atunci funcția (feọ)ọ' are primitive pe J şi F-q este o primitivă a sa, adică 
|îto(o)yo "(Dat = Fielt) + € 
Demonstratie. Cum F-q este derivabilă pe J şi (F-ọ)' = (F'<p)ep' = (f-p)p' 


demonstraţia este încheiată. m 


Propozitia 7.1.9. (a doua metodă de schimbare de variabilă) 
Fie |, J c R intervale şi functiile f : | —> R, 9: J > I, cu proprietăţile: 
i) ọ este bijectivă, derivabilă cu ọ' (t) +0 (v)tej; 
ii) funcția (fọ) ọ' are primitive pe J şi G : J > R este o primitivă a 
sa. 
Atunci f are primitive pe | şi G-q'! este o primitivă a sa, adică 


[fax = Gog” + e. 
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Demonstratie. Din i) rezultă că Q'”! este derivabilă pe | şi cum G este 
derivabilă pe J rezultă că G° ọ™” este derivabilă pe | şi 


(Ge 9) (x) = G (P OPI x) = (PPP PE N) = 


= f0)p'(9 (x) = f(x), (V) xel. 


a 
p'(9'(%)) 


În concluzie funcţia G-q'! este o primitivă a lui f. E 


7.1.1.Primitivele funcțiilor raționale 


Vom da o metodă de calcul a primitivelor de forma ffo)dx, xel, unde | cR 


este un interval iar f este o funcţie rațională, adică f =£, unde 


P, Q e R[X], Q(x) #0, (V) xel. 
Dacă grad P> grad Q atunci P(x) = C(x) + RU), unde C, R e R[X], 
Q(x) Q(x) 
grad R < grad Q şi astfel 


R 
[fodax = [C(x)ax “| gen 


Cum C este un polinom integrala |C(x)dx se calculează imediat şi atunci 


integrala [f(x)dx se reduce la calculul integralei [esa 


Astfel, este suficient să studiem cazul în care grad P < grad Q. 


Definiţia. 7.1.2. Se numesc fracții simple funcţiile cu valorile de forma: 


A Bx+C 


zi > „ unde xel, x+ża, 
(x-a)” (axf=+bx+c)" 


A,B,C,a,a,b,ceR, m,neN, b2-4ac<0. 


Conform unui rezultat cunoscut din algebră orice funcţie rațională f = 


oļu 


cu grad P < grad Q se descompune în mod unic ca o sumă de fracții simple. 


SAR 
Exemplu. 

x? A B C  „Dx+E , Fx+G 
(2x+1(x -1 (x? +12  2x+1 x-1 (x-1?  x?+1 (x+ 


unde A, B, C, D, E, F, G e R se determină prin identificarea coeficienţilor după ce 


aducem la acelaşi numitor. 


Astfel este suficient să calculăm primitivele fracțiilor simple. 


Evident avem 


A =——— + 2Z,pentrum z1 
Pe -m+1 fb 
X 


Aln|x- a| + 2, pentrum =1 


f BATO jcs S ORR dx + (C - sA - 1 di 
(ax“ +bx +c)" 2a” (ax +bx +c)" 2a “(ax +bx +c)" 


2ax +b i 1 i 


Fie |, = dx, In = 
i je +bx +c)” ý ax2 +bx +c)" 


Evident avem: 


(ax? +bx +c)" 


-n+1 
Inax? +bx+ c| +, dacă n=1 


+ ĉ,dacăn #1 


pepe +bx+c)' 
(ax? + bx +c)” 


Pentru J, avem: 
= A] 1 dx = A] =. —dx 
a å l >) 4ac —b? 
X+ + 
2a 4a?’ 
Folosind schimbarea de variabilă x = t - > integrala J, se reduce la 


“a2 
calculul integralei Tn = Jy unde ß = E n 
+ 


>0. 


Pentru n = 1 rezultă T, = arctos + € „iar pentru n 2 2, 


TaS e s | 2 L dt - a at = 
po (t+B) P= (t° +p) Pe- (t +p) 
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PLE aici (| ja = 


pe mi Ba -n+1 
2 2 \-n+1 2 2 \-n+1 
B Ua L RU +67) (t+ B°) ael 
B 2p -n+1 -n+1 
1 . 
Ro t a a a deci 
B 2P (n-1) (t° +B)  2B(n-1) 
Te L 1 = eec ORI (v) n 2 
28" |n-1 (t +BY n-1 
Exemplu. Să se calculeze integrala: 
= | „fc: dx, xe Ie R\ {H1} 
(x + 1)(x— 102 +1) 
Din descompunerea în fracţii simple 
x+2 A B C Dx+E >; 


= + + + , găsim 
(x + (x —1)2(2 +1) x+1 x-1 (x-1? x°+1 2 


A= 1,B=-1,C0=5,D=5, E=, şiatunci 
8 8 4 4 4 
sa e f L isa E 
8- x+1 8- x-1 4- (x-1 4- x +1 
1 7 3 1 3 1 
= —In]x +1-—Inx-1->. + =In(x2 +1)+ —arct 
A ăi ad ie N mată Ia A alta 


7.1.2. Primitive de funcţii iraționale 


Vom prezenta câteva tipuri de integrale de funcţii iraționale care prin 
schimbări convenabile de variabilă se reduc la integrale de funcţii raționale. 


Mk 
Nk 


ax+b ax+b 


ax + b)n, 
"ox+d 


A. [R| x,( l dx, xel, unde 
cx +d cx + d 


) 


R este o functie rațională, cx + d + 0, (Y) xel, m,nieZ, ni>0, (m, n) =1,i= 1,k. 


- £ l dpi ata A ax+b 
In acest caz efectuăm schimbarea de variabilă dată de F =t" 
CX + 


unde s = c.m.m.m.c. (N4,N2, ..., Nk). 
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s(ad-—bc)t*” 
(a —ct*) 


= = git), et = 


Obţinem x = ALE 
a == 


şi atunci integrala se transformă în 


s MS MS A: s-1 
| = ie Zb pn tr = Bo ds ÎR, (tat 
=Ç 


(a-ct')} 


unde R, este o functie rațională. 


Exemplu. Să se calculeze integrala ja, x>1 
X |X— 


Această integrală este de forma: 


I= ÎR 


1 
d Hy b şi folosind schimbarea de variabilă dată de aa =t” obținem 


Aire a -4t 
şi ọ'(t)= 


x = p(t), unde ọ(t)= T z E 


Integrala dată se transformă în 


t -1 A t? 1 1 
dt = —4 dt = —2 + t= 
E E (t —1) Emen iee 24 


1 It-1 
= —2arctgt — AA : 
g A + CZ 
de unde | = -2arctg CEL a udata PE 
x-1 NXx+1+Nx—1 


B. [R[x Vax? + bx +c ax, xel, unde R este o funcţie raţională şi 


ax2+bx+c > 0, (Y) xel. 
Această integrală se reduce la o integrală dintr-o funcţie raţională folosind 


substituţiile lui Euler şi anume: 


i) dacă a > 0: yax? +bx+c = ttxva; 


t(x—xX,) 
ii)  dacăA=-b”-4ac>0: vax?+bx+c = sau 
t(x-x,), 


unde x4, X2 sunt rădăcinile ecuației ax? + bx + c = 0; 
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iii) dacă c> 0: Vax? +bx+c =txtyc. 
Sunt cazuri particulare în care se pot folosi şi alte schimbări de variabile 


care conduc la calcule mai simple şi anume: 

Caz 1. Pentru integrala ] Rx, Jx +a? Jax, cu R funcţie rațională se poate 
folosi schimbarea x = a tgt sau x = a sht. 

Caz 2. Pentru integrala ] Rl x? -a? ax, se poate folosi schimbarea 
x= a cht. 

Caz 3. Pentru integrala Í Rl yax ax, se poate folosi schimbarea 


x = a sint sau x = a cost. 


C. |x"(ax +b)Pax, xel, m,n,peQ, numită şi integrală binomă. 


Matematicianul rus Cebâşev a arătat că această integrală binomă se poate 
reduce la o integrală din funcţii raţionale numai într-unul din următoarele cazuri: 
i) Dacă peZ se efectuează schimbarea x = t, unde s este cel mai 
mic multiplu comun al numitorilor lui m şi n; 


m+1 
n 


ii) Dacă pgZ dar eZ se efectuează schimbarea dată de 


ax" + b = t, unde s este numitorul lui p; 
iii) _ DacăpzZ, tau e, dar m + p eZ, se efectuează schimbarea 
n 


ax” +b 


n 


de variabilă dată de 


=t°, unde s este numitorul lui p. 


Exemplu. Să se calculeze integrala ji E x>0 
V1+ Ax 
Integrala este de forma: 


2 2 
|= EK s1) dx, deci este o integrală binomă cu m = 1, n = Z, p=- 


m+1 


Evident pgzZ şi = 3 eZ, deci suntem în cazul ii) şi efectuăm 


3 


2 2 
schimbarea de variabilă dată de x? + 1 = ĉ > x? =t -1 >x = (t -1)} > 
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1 1 
> dx = Sle -1E -2tdt = 3th? -1E dt . 
Integrala dată se transformă în 


TE fe-} taile —4pat = 3 fe -1fat=3f (tt -2° += 


5 
= 3-26 +3t+ 2, de unde 


3 2 2 - 2 
EG s1) ax 3) „ai vre: 


7.1.3. Primitive de funcţii raţionale în sinus şi cosinus 


Acestea sunt primitive de forma 


| R(sinx, cosx)dx, unde R este o funcţie rațională şi xeIcR. 


Efectuăm schimbarea de variabilă dată de tg% =t> x = 2arctgt pentru 


PI: a TEE n . 
dt, sinx = COSX = Td integrala dată se 
+ 


xeln (=n, r). Cum dx = 2 zi 


+t? dia 


2t 1-t? 
+t? 1+t? 


reduce la |= Ge JE R dt = ÍR, (t)dt, unde R; este o functie rațională. 
+ 


În anumite cazuri particulare se pot folosi şi alte schimbări de variabilă 
care conduc la calcule mai simple şi anume: 
i) dacă R este impară în sinus, adică 
R(-sinx, cosx) = -R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă cosx = t. 
ii) dacă R este impară în cosinus, adică 
R(sinx, -cosx) = -R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă sinx = t. 
iii) dacă R este pară în sinus şi cosinus, adică 
R(-sinx, -cosx) = R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă tgx = t. 


Exemple. 1. Să se calculeze integrala 


1 
| = | —— dx, xe (0,7). 
a 10,4) 
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Folosind schimbarea °2 = t integrala se transformă în 


1 
J= | —— ziar + 2, de unde 
| je Tzi tefa ste 
3+ z 
1+t 
e 92 
= —= arctg—£ + l 
DORAT 


2. Să se calculeze integrala | = Í; L dx, x e (0, 27). 
+ X 


În acest caz nu mai putem folosi schimbarea t5 = t, deoarece pentru 


T 
x=rmr nu are sens (9. 


1 


Fie f : (0, 27) —> R, f(x) = ———— 
3 + COSX 


. Cum f este continuă pe (0, 21) are 


primitive pe (0, 2 n). 


O primitivă a funcţiei f pe (0, n) este (conform exemplului 1) funcţia 


X 
tg— 
G:(0, n) > R, G(x) = -zerc şi atunci o primitivă a functiei f pe (0, 27) este 


functia F:(0, 27) > R, 


G(x), pentru x e (0, 7) 
F(x) = +c,, pentru x= 7 „unde C4, C2ER 
G(x)+c,, pentru x e (n, 27) 


Din condiția de continuitate şi derivabilitate a lui F în punctul x = z obținem 


= şi atunci | = F(x) + £. 


ZI zii a 
3. Să se calculeze integrala |, = | cos" xdx,xeR,neN.. 
Vom stabili o relație de recurenţă pentru lh. 
Pentrun=0> | = [ox=x+€: 


Pentru n = 1 > l, = | cosx dx = sinx + £ ; 


- 153 - 


Pentru n > 2 > l, = [cos"1x.(sinx)'dx = 


= cos™ xsinx - [(n-1)cos"?x(-sinx)(sin x)dx = 


cos"! xsinx + (n-1)|cos"?xsin? xdx = 


cos"! xsinx +(n-1 )| cos"?x(1 — cos? X)dx = 
= cos™ xsinx +(n-1)(|,. -l,), de unde 


cos"! xsinx n-1 
[ps COS SINE AV) ea 
n n 


Analog se calculează integrala In = [sin"xdx. 


7.2. Integrala definită 


Fie funcţia f:[a, b] — R. 
Definiţia 7.2.1. Se numeşte diviziune(sau divizare) a compactului [a, b] un 


sistem de puncte notat A=(a=x, < X; <... < X, =b). 


Punctele x, k = 0,n se numesc punctele diviziunii. 


Un sistem de puncte &=(6,, 62.6 Unde &, elx „x,k=1,n, se 
numeşte sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A. 


Fie ([a, b]) mulţimea tuturor diviziunilor compactului [a, b]. Pentru 
Ae% (fa, b]), A=(a=x, <x, <...<X, =b) vom nota cu |A|=max(x, -xķ1)k=1,n, 


norma diviziunii A. 


Numărul real notat o, (f,£,)(sau o, (f, &)) şi definit astfel 
Ga(f,£4)= SE) x) se numeşte suma integrală (sau Riemann) asociată 
k=1 


funcţiei f, diviziunii A şi punctelor intermediare £,,5,.....8,. 


Observaţie. Dacă f > 0 atunci o,(f,8) reprezintă suma ariilor 


dreptunghiurilor de bază x,- Xķ-1 şi de înălțime f(£, ) (1 <k<n). 


alsa: 


Rezultă că  o,(f,é,) aproximează aria subgraficului lui f, 
T, = {(xy)eR?:a<x<b,0< y< f(x)}, delimitat de axa Ox, graficul funcției f şi 
dreptele de ecuații x = a şi x = b. (fig.1). 


O a EX Ea ea Ba Xk Xnatn b xX 


Fig. 1 


Dacă funcția f este mărginită vom nota prin m, = int f0), 


M, = sup Lo k = 4n şi prin sa (f) = $ m, (xk -Xka1), Salf) = XM, (xk Xka), 
XelXk-1:Xk k=1 k=1 

numite şi sumele Darboux inferioară şi, respectiv, superioară asociate functiei f şi 

diviziunii A. 


Să observăm ca (v)A e s([a, b]), A=(a=x, <x, <...<x, =b) şi 


(Y) é e x, „x,|k=1,n avem s,(f)< o,(f,6,)< S,(f). 


Observaţie. Dacă f > 0 atunci s, (f) (respectiv S,(f))reprezintă suma ariilor 
dreptunghiurilor de bază x, - x şi înălțime m, (respectiv M,). Deci s,(f) 
(respectiv S, (f)) aproximează prin lipsă (respectiv prin adaos) aria subgraficului 


funcției f. 


Definiţia 7.2.2. Funcţia f este integrabilă (în sens Riemann) pe [a, b] dacă 
există leR astfel încât (v) e > 0, (3) 5. > 0 astfel încât (y) A e Si([a, b]), 


A=(a=Xp x kb) cu JA] < 6, şi (e, ele kk 


avem | o,(f,5,)-1| <e. 
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Să observăm că numărul real | din definiţie, în ipoteza că există, este unic. 
Într-adevăr, dacă ar exista două numere reale l4, l> cu proprietatea din 


definiție atunci pentru orice € > 0, există 5,5, >0 astfel încât pentru orice 


diviziune A e S ([a, b]), A=(a=x, <x, <...<x, =b) cu JA]<ă,, 


A|< 5, şi orice 


că e xx, hk =1n avem [oa &)-h|<5, of, )-l]< =. 
Luând 5, = min(5;, 8!) rezultă că pentru orice diviziune A e %® ([a, b]), 


A=(a=X, <X, <...<X, =b) cu |A]<5, şi orice sistem de puncte intermediare & 


avem | a,(f,5)-u]<=, a,((,5)-]< 5, de unde 


|4 -1| < |1—c,(f,5)]+| o,(f,8)-l pai e E.. 


Cum € > 0 fost arbitrar rezultă |, = |). E 


Prin definiţie numărul real | se numeşte integrala definită a funcţiei f pe 


intervalul [a, b] şi se notează | = [fax (sau f. fax, (a) 


Să reamintim din liceu principalele proprietăţi ale funcţiilor integrabile: 
Propoziția 7.2.1. O funcţie f:[a, b] — R integrabilă pe [a, b] este mărginită 


pe [a, b]. 


Propoziția 7.2.2. Funcţia f : [a, b] —> R este integrabilă pe [a, b] dacă şi 
numai dacă (3) | e R astfel încât (v) (An) c ® ([a,b]), 


A, =(a=x <x} <<" =b) cu jAj>0 şi (v) E ekax] k=T,p,, şirul 


sumelor Riemann (6, (fen) este convergent către |. 


Propoziția 7.2.3. Dacă f,g:[a, b] —> R sunt integrabile pe [a, b] şi a,BeR 
b 


atunci af + Bg este integrabilă pe [a, b] şi f ° (af + B9)x)ix = a f f(x) + Bf g(x 
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Propoziția 7.2.4. Dacă f este integrabilă pe [a, c] şi pe [c, b], unde 


ce(a, b) atunci f este integrabilă pe [a, b] şi f'f (X%dx = fif (xx + fet (xx. 


Propoziția 7.2.5. Dacă f este integrabilă pe [a, b] şi f > O atunci 
i f(x)dx >0. 
Consecință. Dacă f< g iar f şi g sunt integrabile pe [a, b] atunci 


l. f(x)dx < f g(x)ax : 


Teorema 7.2.1. (Criteriul Darboux de integrabilitate). 
Fie f:[a, b] —> R, mărginită. Atunci funcţia f este integrabilă dacă şi numai 
dacă pentru orice £ > 0, există 5, >0 astfel încât (Y) A e % ([a, b]) cu |A|<5, 


avem Sa(f) — sa(f) < £ 


Teorema 7.2.2. Orice funcţie continuă f:[a, b] — R este integrabilă pe 
[a, b] iar dacă Fi[a, b] — R este o primitivă a sa atunci 


Fax =F(x)e 


=F(b)-F(a) (formula lui Leibniz-Newton). 


Teorema 7.2.3. Fie f:[a, b] — R, continuă. Atunci (3) ce(a, b) astfel încât 


f f(x)dx =(b-a)f(c) (formula de medie). 


Teorema 7.2.4. Dacă f,g:[a, b] —> R sunt două functii derivabile cu derivate 


continue atunci: 


fitx x)g' (x)dx = f(x g(x): SI T x)dx (formula de integrare prin părti). 


Teorema 7.2.5. Fie f:[a, b] —> R, continuă şi ọ:[c, d] — [a, b] bijectivă, 


derivabilă cu derivată continuă pe [c, d]. Atunci 


fitx x)dx = a hp'(thit (formula de schimbare de variabilă). 
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Aplicație. Să se arate că [/cos"xdx=|/sin'xdx şi să se calculeze 


valoarea comună lor. 


Folosind schimbarea de variabilă x =5-t pentru a doua integrală obținem 
TRE o Oun T BE dă 
[2 sin"xdx =f: sin ea = Je cos"tdt. 


Fie h= [2 cos” xdx . Evident avem 


2 —4 


(0) 


A: Z 2 
ea us | 2 cos xdx = sinx 
2 0 


(0) 


T 
lo = [2 dx=x 


Pentru n > 2, h = F cos™ x(sin x)' dx = 


T 


Hs [E (n -1)cos"2 x(- sinxsinx)dx = 
9) 


= cos™ xsinx 


= (n-1 je cos"? x(1- cos? x)dx = (n-1)|, -1,) , de unde deducem 


I =, (v) n22. 
n 


Pentru n = 2m, meN' obținem 


_2m-1, _2m-1 2m-3, _ _2m-1 2m-3 1, _(2m-1iz 
mO è 2m 7% 2m 2m-2%™* | 2m 2m-2™2° (2m)! 2) 
Pentru n = 2m+1, meN obținem 
___2m __2m 2m-2  _ _ 2m 2m-2 2 (2m)! 
m 2m+1*"1 2m+1 2m-1"*  2m+1 2m-1 3 (2m+1! 
În concluzie, 
— 1) š 
(2m 1! m dacă n = 2m,meN 
(2m)! 2 
h= (2m)! 
————, dacăn=2m+1,meN 
(2m + 1!! 


Vom deduce de aici formula lui Wallis: 


_[ 246.(2n) | 1 sn 
lim ; Rn 
>| 1.3.5...(2n-1)) 2n+1 2 
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Evident avem |. <la < lan, (v)n>1, de unde 1< lən < n1 > A, 
2744 la 2n 
2 
— 1) lI ne 
Dar, en _(2n-1)! n (2n+1)}! _(1.3.5..-(2n-1) T ora Ec unde 
ln (2n)! 2 (2n)! 2.4.6...(2n) | 2 2 a, 
a = [_2:4-6...(2n) pe ei 
1 [1.3.5...(2n-1)) 2n+1! 
Obţinem deci 1< mi < me, de unde Z. a <a, ar şi prin trecere 
2 a 2n 2 2n+1 2 


n 


la limită obținem formula lui Wallis. 
7.3. Aplicații ale integralei definite 


Fie f:[a, b] — R. o funcţie continuă şi 
T, = {(x,y)e R? :a < x < b,0 < y < f(x) }, subgraficul funcţiei f. 


Vom arăta că T, are arie (într-un sens pe care îl vom preciza ulterior) şi 


aria T, = f t)ax. 


Definiția 7.3.1. O mulţime E c R? se numeşte elementară dacă E = |_JD,, 
i=1 


unde D; sunt dreptunghiuri cu laturile paralele cu axele de coordonate şi 


DD, =Ø, (Y) iz |. Prin definitie aria E = Y` ariaD, . 


i=1 


Observatii. i) Reprezentarea unei mulțimi elementare E sub forma 


n 
E = (JD, nu este unică; 
i=1 


ii) Aria unei mulțimi elementare E nu depinde de reprezentarea 


iii ) Dacă E, F sunt mulțimi elementare cu EnF = Ø atunci 


aria(EUF) = ariaE + ariaF; 
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iv) Dacă E, F sunt mulțimi elementare şi EcF atunci aria E < ariaF şi 


aria (FIE) = ariaF — ariaE. 


Definiţia 7.3.2. Fie A c R? o mulţime mărginită. Mulțimea A are arie dacă 
există două şiruri (En )nen, (Fn)nen de mulţime elementare astfel încât 
i) Enc AcFn (v)nenN; 
ii) Şirurile de numere reale pozitive (aria En)en şi (aria Fn)nen 


sunt convergente şi lim ariaE, = lim ariaF, 
n= n>% 


Prin definiție aria A = limariaE, = limariaF, . 
N n—% 


Observaţii. i) Definiţia ariei lui A este independentă de alegerea şirurilor 
(En) şi (Fn); 
ii) Dacă A, B au arie atunci A L B, A œ B și A \ B au arie; 
iii) Dacă A, B au arie şi ASB = b atunci 
aria (ALB) = ariaA +ariaB; 
iv) Există funcţii al căror subgrafic nu au arie. În acest sens fie 


1dacă x e[0,1|nQ 


functia f:[0, 1] — R, f(x) = i 
i 0, dacă x e [0,1]\Q 


Teorema 7.3.1. Dacă f:[a, b] —> R. este continuă atunci [, are arie şi 
aria T, = f tax. 
Demonstrație. Fie (A,)cS(a,b]) „A, =(a =x} <x? <..<x" =b) astfel 


încât |A |> 0. 


Fie m? = inf{f(x): x e x" „x1], M? = sup{f(x): x e Kax ]} k =T,p, 
Cum f este continuă (3) u; e [i] şi vi e NR dl astfel încât 


mp = flug), Mp = thvg). 
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Fie DES [eiai om], 
G? = [x? x? |x [0, Mp], k = 1,p, , dreptunghiurile de bază x! - x? 


şi înălțimile m, şi respectiv M,. 


Ph Pn 
Mulțimile elementare E, =|_JD}, F, =(_JG} verifică incluziunile 
k=1 k=1 


Pn 
En c lec Fn, (Y) n > 1 și aria En = Y mix -x?,)= 
k=1 


S tupie -x)= 04, ur): 


1 
Analog aria Fn = o, (fve). 
Cum f este continuă, este integrabilă şi din propoziţia 7.2.2, 


lim c,, (f.u)= lim o4, (f.vn)= f tax, de unde va rezulta că 


lim ariaE, = lim ariaF, = f tax, deci l; are arie şi aria T, = | tox. m 


Corolarul 7.3.1. Dacă f,g:[a, b] —> R sunt două funcții continue astfel încât 
f(x) < g(x), (Y)xe[a,b] atunci mulțimea T,, = {(xy)eR? :a<x <b, f(x)< y < g(x) }, 
cuprinsă între graficele functiilor f, g şi dreptele de ecuatii x = a, x = b are arie şi 


ariar, , = [-l9(c)-f(x)ax. 


Exemplu. Să se calculeze aria mulțimii cuprinse între parabolele de ecuații 


y2 =x, y =x? 


Fig.2 
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Rezolvând sistemul format de cele două ecuaţii obținem punctele de 


intersecţie dintre cele două parabole O(0,0), M(1,1). 


aria, = f lg(x)-f(x)bx = K * - x? hix |x 


Volumul corpurilor de rotaţie 


Pornind de la volumul cilindrului vom defini ce înseamnă că un corp de 
rotație (corp obținut prin rotirea subgraficului unei funcții pozitive f în jurul axei 
Ox) are volum şi vom da o formulă de calcul al volumului unor astfel de corpuri. 

Dacă f:[a, b] — R, f(x) = r > 0, (Y) x e [a, b] atunci corpul de rotație este un 


cilindru de rază r şi înălțime b — a. Această mulțime se poate scrie sub forma 


© = f(x, y,z)e R? uy + 22 <ra<x<bj. 


Volumul acestui cilindru este volC, = zr°(b - a). 


Definiţia 7.3.3. Fie f:[a, b|—R.. 

Mulțimea C, = IGuy,z)e R? : y? +z? <f(x),a<x< b) se numeşte corpul 
de rotație determinat de funcția f sau corpul obținut prin rotirea subgraficului 
funcției f în jurul axei Ox. 

Vom numi mulțime cilindrică elementară orice mulțime care se obține prin 


rotirea subgraficului unei functii constante pe porţiuni în jurul axei Ox. 


Definiţia 7.3.4. Fie f:[a, b] > R+ şi C+ corpul de rotaţie determinat de 
funcţia f. Corpul C+ are volum dacă există două şiruri (En) şi (Fn) de mulțimi 
cilindrice elementare astfel încât 

i) E. cCrcF,l(v)nenN şi 


ii) limvolE = limvolF. . 
n n= n 


n> 


În acest caz volumul lui C+ se defineşte prin 


vol C; = limvolE, = limvolF, . 
LA Bac dee) n—> 0 
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Observaţii. i) Definiția volumului corpului de rotaţie C; nu depinde de 
şirurile (E) şi (Fn). 
ii) Există funcţii al căror corp de rotaţie nu au volum. În acest sens fie 


1dacă xe[0,1]|nQ 


functia f : [0, 1] — R, f(x) = ui 
i 0, dacă x e [0,1]\Q 


Analog cu teorema 7.3.1 obținem 


Teorema 7.3.2. Dacă f:[a, b] —> R+ este continuă, atunci corpul de rotație 
Cr determinat de f are volum şi volC, = n|’ t(x . 


Demonstrație. Analog cu demonstrația teoremei 7.3.1. = 
Lungimea graficului unei funcții 


Fie f:[a, b] > R şi Ac Ø (ab), A =(a =x, <x, <...<x, =b). 
Definiția 7.3.4. Se numeşte funcţie poligonală asociată lui f şi A funcţia 


fi:[a, b] > R, f,(x)= i)e 10) fb) -Xab pentru x e [xx], 1<k<n. 
Xk = Xk 


Observaţie. Functia fa se obține pe fiecare interval |x, x,] scriind ecuația 
dreptei care trece prin punctele din plan A, „(x, fX) si A xfx). 


Distanța dintre punctele A... şi A, este 


(Ars, A= Vl, xa i)a) şi prin definiţie /(f,)= $ dA, A, ) 


k=1 


se numeşte lungimea graficului funcţiei poligonale fn. 


Definiţia 7.3.5. Graficul unei funcţii continue f:[a, b] > R are lungime finită 
dacă mulțimea (/(f, ):Ae ® ([a,b])) este mărginită. În acest caz numărul real 


pozitiv /(f) = sup{ (f, ):Ae S ([a,b])) se numeşte lungimea graficului functiei f. 
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Analog cu teorema 7.3.1 se obţine 


Teorema 7.3.3. Dacă funcţia f:[a, b] —> R este derivabilă cu derivata 


continuă atunci graficul lui f are lungime finită şi /(f) = [ih (e (x) ax. 


Aria suprafețelor de rotație 


Definiţia 7.3.6. Fie funcţia f : [a, b] —> R+. 
Mulțimea S, = |(x, y,z)eR? : Jy? +z? =f(x)(v)xe a,b] se numeşte 
suprafața de rotaţie determinată de funcţia f sau suprafața obținută prin rotirea 


graficului funcţiei f în jurul axei Ox. 


Fie A =(a=xy<x,<...<x, =b)e 5 (lab]). 
Fie S(fa) suprafaţa de rotaţie determinată de funcţia fa. 


Aria laterală a trunchiului de con Tę de raze f(x, ,f(x,) şi generatoare 


A+ A este n(f(x, + f(x, ))d(A +A) şi atunci aria laterală a suprafeţei S(fa) este 


A(f,)= (fl) fx )) (x, — Xa F E (f(x, )- is ) : 


Definiţia 7.3.7. Fie funcția continuă f:[a, b] — R4. 

Suprafața de rotație S(f) are arie dacă (v)(4,)eDi(la,b]) cu JA,|-—0 şirul 
(alf, )) este convergent în R. 

Î 


n acest caz numărul real pozitiv A(f) = lim (Alf, )) se numeşte aria laterală 


a suprafeţei de rotaţie S(f). 


Dacă f:[a, b] — R+ este derivabilă cu derivată continuă se arată că 


suprafața de rotaţie determinată de f are arie şi A(f) = 2n f "t(x) 1+ (f'(x) dx. 


Probleme propuse 


1. Să se calculeze: 


a) [Inxdx, x>0 ; 


c) [x +14, XeR; 


e) [In xax, x>0; 
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b) [aaa xeR,az0; 


d) fe” cos3xdx, xe R; 


f) fxe” sin?°xdx, X € R. 


2. Să se determine o relație de recurenţă pentru calculul integralelor: 


a) |, = Í x"e*dx, xeR, neN; 


c) |, = ftg"xdx, xe|-2.5), neN; 


3. Să se calculeze: 


dx, Xe o l 5) 


1 
x ERE 


5 
x 
c) |-> a >a, a>0; 
Dea 
Rix 
e dx, x > 0; 
EEr 3/x + Ax +1 


g) fx? v- x? +4x+5dx, x e(-1,5); 


i) | X dx, xeR: 


4. Să se calculeze: 


e (0,7); 


dx, 
) e 


c) f 


sinx 
sin? x + cos? T 


b) |, = fin" xdx, x> 0, neN; 


d) |, = i xe(0,n), neN. 
sin” x 


b) f x+1 
yx? —x+1 


d) | x° vx? +a°dx, xeR; 


1.11-x : 
f) [ala x e (0,1); 


dx, xe(-1,1); 


dx, xXeR; 


M 
Df ar x 


„XxX>0. 


f dx 
sinf xcosf x’ 


d) Í sinxsin2xsin3xdx, xeR; 
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1 
e) ir x(2 + cosx) 


dx, x e (0,7). 


5. Să se calculeze: 


a) | ai acR; b) [,In(5+4 cos x)ax ; 
c) | Ve -10x; d) [Intr t9x)x. 


6. Fie |, = IA (1-x2 ax, neN. Să se arate că |, este convergent şi 


lim |. =0. Să Icul i s 
lim |, =0 Să se calculeze lim yn l 


2 
7. Interiorul elipsei de ecuaţie Tt y? =1 este despărțit de hiperbola de 


2 
A xX pe , x i y : E să Ă 
ecuaţie p y? =1 în trei regiuni. Să se calculeze aria fiecăreia din ele. 


8. Să se calculeze volumul corpului de rotație determinat de funcţiile: 
a) f: [0, 1]—R, f(x) = e* +e% 


b) f: [a, b] >R, f(x)= Ue 


„undea >0. 


9. Să se calculeze lungimile graficelor următoarelor funcții: 
a) f : [0, ZI -> R, f(x) = In(1-x2); 
b) f: [0, 1] > R, f(x) = e” 


10. Să se calculeze ariile suprafețelor de rotație determinate de 


funcțiile: 


a) f: [0, al — R, f(x) = cosx; 


b) f : [0, 1]>R, XE 21 
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CAPITOLUL 8 


INTEGRALE IMPROPRII 


8.1. Integrale improprii de speța întâi 


Fie f : [a, o) — R, integrabilă pe orice compact [a, u] c [a, o). 
Definiţia 8.1.1. Funcţia f este integrabilă (în sens impropriu) pe [a, œ) dacă 


următoarea limită lim |.) dx există şi este finită. 
În acest caz integrala f ` f(x)dx este convergentă şi 


|. f(x)dx = 7 = lim 


u—%o 


|. f(x)dx 


În caz contrar integrala |. f(x)dx este divergentă. 


Analog definim | f(x)dx, pentru f :(-o, a] > R. 


Pentru f : R —> R, integrabilă pe orice compact [a, b] c R definim 


| fax = lim f t) dx (în ipoteza că această limită există). 
b—o 


Prin natura unei integrale improprii f` f(x)dx înțelegem proprietatea sa de 


a fi convergentă sau divergentă. 


Exemple.1. Fie integrala |" ax undea>0,a eR. 
a X 
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Fie u > a; vom avea 
1 


|: ax - -a+1 
Int. dacăa =1 „si 
a 


(ue a), dacăa +1 


ÎL pazei 

u a, a d 1 

im | $ kz a aca a > 
ax 


u> . 
+ 00, daca a < 1, deci 


[a este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a < 1. 
aX 


A „po 1 
În cazul convergenţei |. —-dx = ie al 
a X O — 


2. Integrala ] k cos 2xdx este divergentă deoarece 


| cos 2xdx = $sin 2x|! = $sin 2u şi lim $sin 2u nu există. 


3. Integrala | e *dx este divergentă deoarece 


1 


1 -x -=x 1 -u ei |i 1 —u 
| e*dx=-e*|i=-—+e“ şi lim| -—+e™ |= +o. 
u e U-——00 e 


Observaţie. Dacă |. tC) dx este convergentă şi f are primitive pe [a, ») 


atunci |. f(x)ax = F(x)|; = limF(x)-F(a), unde F este o primitivă a lui f. 


X> 0 


Teorema 8.1.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f:[a, œ) — R, integrabilă pe orice 


compact [a, u] c [a, œ). O condiție necesară şi suficientă pentru convergenta 


integralei |. f(x) dx este ca (Y) £ > 0 să existe 5, > a astfel încât 


(Y) x',x"'> 5, să avem [i toat <e. 
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Demonstraţie. Fie funcţia F:[a,)—R, F)= [flat şi atunci 


Din criteriul lui Cauchy — Bolzano o condiţie necesară şi suficientă ca F să 


aibă limită finită la + o este ca (Y) e>0 să existe 5, > a astfel încât 


(v) x,x">5, să avem |F(x")-F(x') 


<£ şi demonstrația este încheiată. E 


Definiția 8.1.2. Integrala |. f(x)dx se numeşte absolut convergentă dacă 


integrala [| î(x)| dx este convergentă. 


Propoziția 8.1.1. O integrală absolut convergentă este convergentă. 


Demonstrație. Rezultă imediat folosind teorema 2.1.1 şi inegalitatea 


JEO] < [i 1Olat], : 


Observație. Dacă a € R, a 70, atunci integralele f f(x)dx şi [. (af)(x) dx 


au aceeaşi natură şi în cazul convergentței f- (af)(x)dx = af f(x)ax. 


De asemenea, dacă f:[a, œ) — R, integrabilă pe orice compact 


[a, u] c [a, æ) şi a' > a atunci integralele f f(x)dx şi f- f(x)dx au aceeaşi natură. 


Propozitia 8.1.2. (Criteriul de comparaţie cu inegalităţi). 
Fie f,g:[a, œ) — R, integrabile pe orice compact [a, u] c [a, o). 


Presupunem că 0 < f(x) < g(x), (Y) x > a. Atunci 


i) Dacă integrala |. g(x)dx este convergentă rezultă că şi integrala 


|. f(x)dx este convergentă. 
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ii) Dacă integrala |. f(x)dx este divergentă rezultă că şi integrala 
|. g(x)ax este divergentă. 

Demonstraţie. Fie funcţiile F,G:[a, œ) — R, 

F(u) = [.f(x)ax, G(u) = f'g 

Cum f, g > O rezultă că F, G sunt monoton crescătoare pe [a, œ) deci 
(3) limF(u), lim G(u) şi cum f<gvomavea F<G. 

i) Dacă integrala |. g(x) dx este convergentă, conform definiţiei 
(3) lim Glu) şi este finită. Cum F < G rezultă că şi limF(u) este finită, deci integrala 
|. f(x)dx este convergentă. 


ii) Prin reducere la absurd, folosind i). E 


Propozitia 8.1.3. (Criteriul comparației la limită). 


Fie f,g:[a, ») > R4, integrabile pe orice compact [a, u] c [a, œ). Presupunem că 


(3) im 109) -v 0</<o. Atunci 


so g(x) 
i)  Dacă/<oşi] E g(x) dx este convergentă rezultă că |. fi x) dx este 
convergentă; 
ii) Dacă />0 şi j- g(x) dx este divergentă rezultă că |. fi x) dx este 
divergentă. 


Demonstraţie. i) Fie ¿< A< œœ. Din definiţia limitei (3) d > a astfel încât 


II <A (v)x > 5, adică f(x)< Ag(x), (v)x > 5. 
X 

Cum |. al x) dx este convergentă rezultă că |. o x) dx este convergentă şi 
folosind propoziţia 8.1.2 va rezulta că |, fi x)dx este convergentă şi atunci 


f f(x) dx este convergentă. 


ii) Fie />B>0. Folosim din nou definiţia limitei şi raționăm ca la i). m 
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Consecinţă. Fie f: [a, o) — R,, a > 0, integrabilă pe orice compact 
[a, u] c [a, œ). Presupunem că există lim x"f(x)=/, 0< /<. Atunci 
i)  DacăA>1şi /<co rezultă că [| f(x)dx este convergentă. 


ii) _Dacă1<1şi />0 rezultă că | f(x)dx este divergentă. 


Demonstrația rezultă din propoziţia 8.1.3, luând g(x)= şi din exemplul 1.m 
X 


5 „po xdx 
Exemplu. Să se studieze natura integralei | ——————. 
J, 2x" +x+1 
Avem f(x)=——*— >0, (Y)x>1 şi lim T Î de A=2 >1 deci 
Ş2x7 +x+1 ii 12 3 


integrala este convergentă. 


Teorema 8.1.2. (Criteriul lui Dirichlet). 

Fie fgila, o) — R, f continuă, g monotonă pe [a, œ) şi limg(x)=0. 
Presupunem că funcţia F : [a, o) — R, F(u) = | xx este mărginită. 
Atunci integrala f“ f(x)g(x)x este convergentă. 


Demonstraţie. Fie £ > 0 şi M > 0 astfel încât |F(uj<M, (v)u>a. Cum 


g" 


lim g(x) = 0, există 5. > a astfel încât |g(x) < ir (v)x>5 


X> 0 


Fieu, u > ō, u< u. Din teorema a doua de medie (3) ce (u, u ) astfel încât 
[* talx) ax = glu) f T t) ax + alu) t) ax.. 


Cum | ft) ax| =| F(c)-F(u') | < 2M, 


NE | = | Flu'')-F(c)| < 2M,va rezulta că 


- 171 - 


u” c u" € € 
[Foot < COIN fo +]olu') i f(x)dx] < zm Mt ap 2M =g 
Folosind teorema 8.1.1. rezultă că integrala |. f()a(x)dx este convergentă. m 


Observatie. Concluzia teoremei este adevărată şi în cazul în care 


SAE 


înlocuim ipoteza “f continuă” cu ipoteza (evident mai slabă) “f integrabilă”. 


Exemplu. Fie integrala je dx. 


Ik 


Luând f(x) = sinx, g(x) ERIE şi aplicând teorema 81.2. rezultă că integrala 


pe 


dată este convergentă. 


Teorema 8.1.3. (Criteriul lui Abel). Fie f, g: [a,)—R, g monotonă şi 
mărginită, f integrabilă pe orice compact [a, u] c [a, œ) şi |. f(xhixeste 
convergentă. 


Atunci | = f(x)a(x)dx este convergentă. 


Să observăm că există o asemănare între criteriile de convergenţă de la 
serii de numere reale şi cele de la integrale improprii. Criteriul integral al lui 
Cauchy stabileşte o legătură între integralele improprii de speța întâi şi o anumită 
serie numerică ce poate fi construită cu ajutorul funcţiei de sub integrală. 


Acest criteriu afirmă că, dacă f: [a,œ )—> R, este o funcţie descrescătoare 


Şi nNoeN este cel mai mic număr natural cu proprietatea că noza atunci 


integrala |. f(x) dx şi seria Sfin) au aceeaşi natură.(vezi [10]). 
Propoziția 8.1.4. (formula de integrare prin părți) 
Fie f, g: [a,)—R, derivabile cu derivate continue pe |a,-). Presupunem 


că există limf(x)g(x) şi este finită. Atunci, dacă una dintre integralele 
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|. fx)g(x)ax, f f'(x)a(x)ax este convergentă rezultă că şi cealaltă este 


convergentă şi 


|, fo) (x)ax = lim f(x)a(x)- f(a)a(a)- |, P(x) alx)ax (8.1) 


Demonstraţie. Fie u > a. Din formula de integrare prin părţi pentru 


integrale definite avem 


Să presupunem că |. f'(x)g(x)ax este convergentă. Atunci există 
lim [_f'(x)g(x)dx şi este finită şi cum limf(u)g(u) există şi este finită rezultă că 
lim f î(x)g(x)dx există şi este finită deci f“ f(x)g(x)ax este convergentă şi prin 


trecere la limită cu u — œ obținem (8.1). m 


Propoziția 8.1.5. (formula de schimbare de variabilă) 
Fie f:]a,)—R, continuă, e: |«,6)— |a,), strict crescătoare, derivabilă cu 
derivata continuă. 


Presupunem că  q(a)=a, limọ(t)=+%. Atunci, dacă una dintre 
integralele f- î(x)ax, | "/(elt)o'(t)dteste convergentă rezultă că şi cealaltă este 


convergentă şi |. f(x)dx = | felt) p'(t)at (B este finit sau infinit). 


Demonstraţie. În aceeaşi manieră cu demonstraţia propoziției 8.1.4. m 
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8.2. Integrale improprii de speța a doua 


Fie f : [a,b) >R, integrabilă pe orice compact [a,u]c [a,b) b eR, lim|f(x)|= +. 


x<b 


Definiţia 8.2.1. Funcţia f este integrabilă (în sens impropriu) pe [a, b) dacă 


i tă x)dx există şi este finită. În acest caz spunem că integrala ji (x)dx este 


convergentă şi f f(x)dx = lim f *f(x)ax. În caz contrar integrala |-f(x)axeste 


u<b 
divergentă. 


Analog definim [f(x x)dx, în cazul f : (a,b]—> R. 
Dacă f:[ab]iic'!—R, unde ce(ab), lim |ft(x)|=+%, f integrabilă pe orice 
Sta b SI Ż 
compact [u,v]c [a,b]! {fc}, spunem că integrala f f(x) dxeste convergentă dacă 
g c K b a 
integralele f f(x)dx şi |. f(x)dx sunt convergente şi în acest caz 


[f(x x) dx = f t )ax+ f'(x )dx = lim f t(x )dx+lim [f(x 


u<c u>c 


Exemple.1. Fie integrala [i 1 _dxaeR. Să observăm că această 


2(b-x) 


integrală este improprie numai pentru a>0. În acest caz 


f : [a,b)> R, f(x)= 


x<b 
1 -a+1|u 
u 1 = (b-x)""|:, daca oz1 
] dx=} -a+1 
(b-x) “ daca a=1 „si 
u 1 i ———(b-a)“",daca a <1 
lim | —— dx=} 1-a „ deci lp dx este convergentă 
u—b 2(b-x) ET 
u<b + 00, daca gai 
pentru a <1 şi divergentă pentru a 21. 
1 -a+1 
În cazul convergenţei avem ir dx = b-a m, 


rT 1-a 
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2. Integrala |. Tax este divergentă deoarece |. ax = = —Inu (pentru 


e (04)) şi imf, Tax = +o. 


Observatie. Dacă fit x)dxeste convergentă şi f are primitive pe [a, b) 


atunci fti x)dx =F(x)|? = = limF(u)-F(a), unde F:]a,b)—R este o primitivă a 


3i 


functiei f. 


Pornind de la rezultatele obținute pentru integralele improprii de speța întâi 


de forma |. fl x) dx, unde f:]a,-)-—>R se obţin rezultate asemănătoare pentru 


integralele improprii de speța a doua, de forma [x x)dx, unde f:|ab)—R, 


înlocuind pe +o cu b. 
Demonstraţiile fiind identice ne vom rezuma doar la prezentarea acestor 


rezultate. 


Teorema 8.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f:lab)— R, integrabilă pe orice 


compact [a,u]lc[a,b). O condiţie necesară şi suficientă pentru convergenta 


integralei [-F(x) ax este ca (Y) s>0 să existe 5 >0,5,<b-a astel încât 


(v)x',x" e (b-5,,b) să avem | f tox] <e 


Definiția 8.2.2. Integrala f t) ax se numeşte absolut convergentă dacă 


integrala f: | f(x) | dx este convergentă. 


Propozitia 8.2.1. O integrală absolut convergentă este convergentă. 
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Propoziția 8.2.2. (Criteriul de comparaţie cu inegalităţi). 
Fie fg:]la,b)—R, integrabile pe orice compact,la,u]c [a,b} astfel încât 


0 < f(x)< g(x)(v)x e [a,b) Atunci 


i) Dacă integrala Í i g(x)dx este convergentă rezultă că şi integrala 
Í t(x) dx este convergentă. 
ii) Dacă integrala |-F(x) ax este divergentă rezultă că şi integrala 


] À g(x) dx este divergentă. 


Propoziția 8.2.3. (Criteriul comparației la limită). 


Fie f,g:]a,b)—R,. , integrabile pe orice compact [a,u] c [a,b). 


f(x) 


Presupunem că CN e) = 4,0 <<. Atunci: 
x> X 
x<b 


i) Dacă /<ooşi ] “olx) dx este convergentă rezultă că ] F(x) ax este 
convergentă. 
ii) Dacă />0 şi Í g(x) dx este divergentă rezultă că ] (3) dx este 


divergentă. 


Consecinţă. Fie f:lab)—R integrabilă pe orice compact [a,u] c [a,b). 


+9 


Presupunem că există lim (b-x)f(x)=/, 0 << œ. Atunci: 


x<b 


i) Dacă à<1 şi /<œ rezultă că [fax este convergentă. 

ii)  DacăA=>1şi />0 rezultă că f t()ax este divergentă. 
ina 1 1 

Exemplu. Fie integrala Erei 


Avem f:10,1)-> Ra, (x)= -——, limf(x)=+% şi 


V1- xt l x<1 
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lim(1 x SES, 


A = x xx + 0) 3/4 


Rezultă ast, pm aL a şi conform consecinţei integrala dată este 


JA 


convergentă. 


Observaţie. Dacă f:(ab]—>R, atunci consecința propoziției 8.2.3 se 
modifică uşor astfel: 


Presupunem că există lim(x-a)'f(x)=/,0</<. Atunci: 


x>a 


i) Dacă à <1 şi /< oo rezultă [-f(x) ax este convergentă. 


ii) Dacă à 21 şi />0 rezultă că f tx)dx este divergentă. 


Teorema 8.2.2. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f,g:[a,b) —> R, f continuă, 


g monotonă şi lim g (x) = 0. Presupunem că functia F:[a,b) — R, F(u) = f. f)ax 


x<b 


este mărginită. Atunci integrala | “t(x)g(x)ax este convergentă. 


Teorema 8.2.3. (Criteriul lui Abel). Fie f.g:la.b)—R, g monotonă şi 


mărginită, f integrabilă pe orice compact [a,u] c [a,b) şi [Fax este 


convergentă. Atunci Í “t(x)g(x)dx este convergentă. 


Propozitia 8.2.4. (formula de integrare prin părti). 
Fie f.g:la.b)—R, derivabile cu derivate continue pe [a, b). Presupunem 


că există limf(x)(x) şi este finită. Atunci, dacă una dintre integralele 


x<b 


IN f(x) g'(x)dx, f t) 9x)ax este convergentă rezultă că şi cealaltă este 


convergentă şi ft) g'(x)dx = lim f(x) g(x)-f(a) gla)- | fr()o()ax. 
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Propoziția 8.2.5. (formula de schimbare de variabilă). 
Fie f:[a,b)—R, continuă, q:[a,6)— [a,b) strict crescătoare, derivabilă cu 
derivata continuă. 


Presupunem că q(a)=a şi limelt)=b. Atunci, dacă una dintre integralele 
t<p 


[-F) ax, ] "(olto (t)dt este convergentă rezultă că şi cealaltă este 


convergentă şi fit) dx = f to t)dt , (B poate fi finit sau infinit). 
ui 2 dx 
Exemplu. Fie integrala 
i s , xyx—1 


Fie f:(12]—R, f(x)= Cum limf(x)=+o avem o integrală 


XAX —1 sare 


improprie de speța a doua. Cum lim(x — 1} f(x x) = lim(x -1)2 
> xvx- 


cil x>1 


i = 1, rezultă că 


integrala este convergentă (r=f<te=1<+0]; Pentru calcul vom folosi 


schimbarea de variabilă dată de 
JVx-1=t>x-1=ť >x=tť +1=ọlt} ọ:(01]> (12], 


este strict crescătoare derivabilă cu g'(t)= 2t, deci continuă, lime(t)=1. 
t>0 


Conform propoziției 8.2.5, 


| hea A 


= 2arctgt|, = = 


pal Ba 
Ca 


Observatie. Există integrale improprii care sunt şi de speța întâi şi de 
speța a doua, de exemplu |, x . Acestea se vor numi integrale improprii 
i o Jx? +1) 


de speța a treia. Integrala dată va fi convergentă dacă (3)a > 0 astfel încât 


f a dx co dx a 
integralele | = > L= sunt convergente. In acest caz 
9 i Ma eo) i: Jx +1) g 
IN dx = l, de 
0 xx +1) 
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8.3. Integralele lui Euler 


Pentru p,q > 0 definim integralele 
r(p)= | x e>dx,  plp.a)= [x "(1- x) "ax, 
numite integralele lui Euler (sau funcţiile B, F ). 

Vom arăta că aceste integrale sunt convergente pentru (v)p,q>0. 

Să observăm mai întâi că integrala T(p) este o integrală improprie de 
speța întâi iar pentru p e (0,1) este şi de speța a doua iar B(p,q) este o integrală 
improprie de speța a doua pentru p e (0,1) sau q e (0,1) (altfel, dacă p>1 şi q>1 
este o integrală definită). 

Fie p,q > 0, 1, = [i x” "e~™dx, 1, = [i x*1e ax. Fie f:[10)>R,f(x)=xte. 


p-1 


! P. 
Cum lim x2f(x)= limx?xP'e * = lim 


X> 0 X> XD» e 


=0 rezultă că integrala l2 este 


Xx 


convergentă (conform propoziției 8.1.3, 41 =2>1,/=0<o). 
Dacă p 2 1 integrala |. este o integrală definită, deci convergentă iar dacă 


pe(041), cum limx'f(x)=limx'x”'e*=1>0, pentru 14=1-p<1, conform 


x>0 x>0 
propoziției 8.2.3 rezultă că lų este convergentă. 


În concluzie T(p) = ++ l2 este convergentă. 


Arătăm în continuare convergenţa integralei B(p,q). Vom trata cazul 
p € (0,1) sau q e (041). 
Fie f : (0,1) >R, f&x)= x71- x)”. 


Dacă pe(0,1), cum limx'f(x)=limx'x"'e* =1>0, pentru 4=1-p<1, 
x>0 x>0 


conform propoziției 8.2.3 rezultă că B(p,q) este convergentă în raport cu limita 


inferioară. 


Dacă qe(0,1), cum lim(1-x)f(x)=lim(1-x)xP1(1-x)"'=1>0, pentru 
(0,1) (1-x) ) 


x<1 x<1 


1 =1-q<1, rezultă că B(p,q) este convergentă în raport cu limita superioară. 
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În concluzie B(p,q) este convergentă. 


Propoziția 8.3.1. (proprietăţi ale funcţiilor B, F). 
i) T(p+1)=prip) (v)p>o; 

ii)  r(p@X(1-p)=—=—,(v)p e (0,1); 

i)  r(p)( TA (0,1) 


iii) B(p.a)=B(ap)(v)p.a>0; 


iv) Bpua)- IEI) (vpa>o. 


Demonstraţie. i) Folosind integrarea prin părţi obținem 


T(p+1)= K XPe *dx =-|, xP(e- *) ax = —X e *dx = pTip), 
deoarece limx’e * =0. 
Cum r(1)= |, e *ax=-e*|; = 
T(n+1)=nrin)=nr(n-1+1)=n(n-1r(n-1)=...=n(n-1)...2-1-r(1)= 


iii) Folosind schimbarea de variabilă x = 1-t obținem 


B(p.q)= f x 1(1- x) dx = -f 0-tP tat = f a-t at = pap). 


Aplicații. 
ia oas 1 ; 1 1 1 ; 
1. Din (ii), pentru p = — obtinem T| — |T| — [=r =>T|—l|=vVr, deci 
2 i 2 2 2 
1 
|, x 2e *4x = V7 . Folosind schimbarea de variabilă x = të obținem 


n = le. Tarik = ji te” .2tdt = 2 e“adt „de unde i edx = a 


Folosind schimbarea de variabilă x = - t din ultima integrală obținem 


| e% dx = sa şi în concluzie |. e* dx = n. 


dx este convergentă şi să se 


2. Să se arate că integrala k = 
+X 


calculeze. 


Fie f:[0,0)>R, tlx) = > 0,(v)x 20. 


Cum limx*f(x)= lim x° 


=1<o pentru à =6 >1, rezultă că integrala 
x> x—% qe xê 


dată este convergentă. Vom folosi schimbarea de variabilă dată de xê = t, deci 
1 


_5 
x =t6 > dx = și <dt şi integrala devine 


5 

00 i2 00 6 

=, TE pp i ac OB ue au 
1+ x° 0 q1+t 6 6-0 1+t 


Vom folosi pentru ultima integrală schimbarea dată de 


t y 1 
— =y >t=y+ty >t=—— >dt= dy. 
Be Aey (77) tal 


Obţinem astfel 


E 
Folosind aa 8.3.1. rezultă 


TU 
1) {5 1 1 
iiti oeie in Z 
| n s) = a o EL ETE 
6 (6'6 E (145) 6 r0) ale aoa 
6 6 2 


1 1 
3. Să se arate că integrala |= f dx,n > 2 este convergentă şi să se 
(0) 1 NE x’ 


calculeze. 


Fie f :[0,1)>R,f(x)= LE, (v)x e [0,1). 


n 1-x" 
Cum lim (1—x)f09)=lim (1-x) L = 1 o, pentru 
xci A -xj LEE +... +x Yn 


À= 1 < 1, rezultă că integrala dată este convergentă. 
n 


Pentru calculul integralei vom folosi schimbarea de variabilă dată de 


1 4 1 
xX =t>x=t" >dx=-t" dt. 
n 
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Astfel obținem 


171 E „rrl'-a) 1 x 
= Îi KEN) J (= t) a-ti 1 o 


Probleme propuse 


1) Folosind definiţia să se studieze natura integralelor: 


a) [, SU dy X; b) Í “cos 3xdx ; 

2 dx . o 1 : 
D D A 
2 dx 1 dx 
aE i DEEI 


2) Folosind definiția să se arate că următoarele integrale sunt convergente şi 


să se calculeze: 
a) |, e * cosaxdx, unde a e R*; 


4 
b) În papi 


3) Folosind criteriile de convergenţă să se studieze natura integralelor: 


o X2dX | a 
i 1+x? 

1 dx . sin X f 
dlgs apa 
e) |, cos x?dx ; f) [, sin x2dx 

» sin(x + x2) 

g) f, a >0; h) i 52 
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4) Să se arate că următoarele integrale sunt convergente şi să se calculeze: 


o 1 1 dx 
a) |, a bneNn>2; b) Ares 

o X2 o 4x 
c ——— dx; d ——— dx; 
J, (1+x) i ) l (1+x) i 


e) Í i xte” dx; 


Z 1 
f} |2 ——— ~ dx. 
) k ysin x3/cos x 
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CAPITOLUL 9 


ŞIRURI ŞI SERII DE FUNCŢII 


9.1. Şiruri de funcții 


Definiţia 9.1.1. Se numeşte şir de funcţii un şir (fha), unde 
fa: E cR—R,(v)neN, sunt funcții reale. 

Dacă x e E, şirul (f„(x)) este un şir de numere reale. Dacă şirul (f„(x)) este 
convergent spunem că x este punct de convergenţă pentru şirul (fn). 

Vom nota A = (x e E : (f-(x)) convergent} şi o vom numi mulţimea de 


convergenţă a şirului de funcţii (fn). 


Definiţia 9.1.2. Fie f :E—R un şir de funcţii şi AcE mulţimea sa de 
convergenţă. Şirul (fa) converge simplu sau punctual pe mulțimea A către funcţia 


f:A >R şi scriem f,——f (pe A) (sau f, —— f ) dacă lim f,(x)= f(x) (v)x e A. 


Observaţie. Conform definiţiei convergenţei unui şir de numere reale, 
f ——f pe A dacă şi numai dacă (v)xeA şi (v)e >0,(3)n,, €N astfel încât 


(v)n=n,, avem |f,(x)-fî(x)|<s,(v)xe A. 


Exemplu. Fie f (x)= x", pentru x e [0,1]. 


0, pentru x e [0,1) 


Cum limx" = 
1, pentru x =1 


n> 


rezultă că f, —*=—>f pe [0,1], unde 


1t)= 0, pentru x e 0,1) 
1,pentrux =1 
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Observatie. Dacă rangul n. din definiția 9.1.2 este independent de x 


obținem un alt concept de convergenţă numit convergentă uniformă. 


Definiţia 9.1.3. Şirul de funcţii (fn) este uniform convergent pe A către 
functia f şi scriem f, ——f (pe A) sau (f, —— f) dacă (v)e >o,(3)n, €N astfel 


încât (v)n =n, avem |f,(x)-f(x)|<s,(v)xe A. 


Observatie. Din această definiție rezultă că, dacă f, ——>f (pe A) atunci 
f, ——f (pe A). 
Exemple. 1. Fie f (x)= î pentru x e [0,%). Observăm că 
+ nX 
limf (x) = 0,(v)x =0, deci f —— f, pe [0, o), unde f(x) = 0, (v)x e [0,). 


Pe de altă parte să observăm că 


î.(x)-f()]= e < 1, (v)x e |o,o) (v)neN*. 


Cum lim A =0, pentru (v)e >0, (a)n, €N astfel încât T< e, (v)n=n, şi 


atunci. |f,(x)-t(x)|< 1 < s (v)x e [0,«0), deci f£ ——f , pe [0,%). 
N 


2. Fie fa(x) = x", pentru x e [0,1]. După cum am văzut în exemplul 9.1.1., 


os mpaene o ez 


Să arătăm că f, Ai, pe [0,1]. Într-adevăr, presupunem contrariul, deci 


(v)e > 0, (a)n, €N astfel încât (v)n=n, avem | f,(x)- f(x) | < s, (v)x e [0,1]. 
Luând e -5 rezultă că (a)jn,eN astfel încât (v)n>n, avem 


i e Z (v)x e [0,1). Trecând în această inegalitate la limită cu x —1,x <1 obținem 


o contradicție. 
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Criterii de convergență uniformă 


Teorema 9.1.1. Fie f, :E >R un şir de functii. Şirul (fr) converge uniform 


pe AcE către funcția f dacă şi numai dacă 


(9.1) 


Demonstratie. Dacă f, ——>f pe A atunci conform definiției, pentru 
(v)e > 0,(3)n, €N astfel încât (v)n >n, =| f (x)-f(x)| < (x EA, 
de unde 


(v)n >n, > sup |f (x)-f(x)| < 2 <£, adică lim sup | î,()-fx) | =0. 


E€ 
xeA 2 n>æ| xeA 


Reciproc, dacă (9.1) are loc rezultă că pentru orice 2 >0, a)n., eN astfel 


încât (v)n >n, avem sup |f,(x)-f(x)| <£, de unde 
xeA 


(v)xe A => |fî,(x)-f()]< sup |1,()-f(0)|<e, adică f, ——f pe A. m 
xeA 


Exemplu. Fie f,(x)= pentru xeR. 


X 
1+nx? ’ 
Cum limf,(x)=0,(v)xeR rezultă că f, ——f, pe R, unde f(x)=0,(v)xeR. 


n> 


Lă i 2 Lă 
Evident f, este derivabilă şi f, (x)= Banan deci f, (x)=0 x= pla 
(1+nx?) Vn 
punctul x = ELE este punct de maxim local şi x = cra este punct de minim local 
n n 


pentru fa. Cum lim f,(x)= 0, aceste puncte sunt puncte de extrem global. 


Cum | <) = gla rezultă că 


Jn NN 


1 ARS, 
li f (x)-0 || = lim —+ = 0, adică f ——0, pe R. 
im sup! (x) | za ică f ——>0, p 


n>æĻL xeR 
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Teorema 9.1.2. (Criteriul lui Cauchy). Şirul de funcţii (fa) este uniform 


convergent pe A dacă şi numai dacă pentru (v)s >0,(3)n, €N astfel încât 
(v)m,n >n, avem 
|î.(x)-f60)]<a(v)xea. (9.2) 
Demonstrație. Să presupunem că f, ——>f pe A şi fie s>0. Conform 
definiţiei (3)n, e N astfel încât (v)n >n, avem |f,(x)-f(x)| < (x EA. 


Pentru m,n > n, vom avea 


adică (9.2) este îndeplinită. 


Reciproc, să presupunem că pentru (v)s > 0,(3)n, €N astfel încât 
(v)mn=n, avem | fp (x)-f (x)| < 5 (v)xe A (9.3) 


Atunci, pentru orice x €A, fixat, şirul numeric (f-(x)) este şir Cauchy în R, 


deci convergent. Fie f:A-R, f(x)=limf,(x); deci f ——f, pe A. 


Fixând în (9.3) n>n, şi făcând m —> o obținem 


î„(x)- fb) <a <()n=n, şi (v)xe A, deci f ——f pe A. m 


Teorema 9.1.3. (Criteriul majorării). Fie f,f, : A —R. Dacă există un şir de 
numere pozitive (an), convergent către zero, astfel încât 


| f(x)-f(x)|<an„(v)neN şi (v)xeA, (9.4) 


atunci f ——f pe A. 


Demonstraţie. Fie > 0; cum a, > 0,(3)n, €N astfel încât a, <s,(vh=n, 
şi atunci, folosind (9.4) obținem | f,(x)-f(x)] <a, <s,(v)n=n, şi (v)xe A, adică 


f ——>f peA. = 
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| cosnx 
Exemplu. Fie f (x)= „pentru x e R. Evident avem 
lili et a la 
cos nx 1 
f (x)— 0l = < „(v)nenN,(v)xeR. 
e) Oa ea | aa 022 Se 
1 
Cum lim ——— =0 rezultă că f —— 0, pe R. 
no n + i i 


Proprietăți ale şirurilor uniform convergente 


În continuare vom arăta că uniform convergenta păstrează la limită o serie 
de proprietăți ale funcţiilor şirului cum ar fi: mărginirea, continuitatea, 


derivabilitatea, integrabilitatea, etc. 


Teorema 9.1.4. (Transfer de mărginire). Fie f,:A—R un şir de funcții 
mărginite pe A şif: A—R. Dacă f, ——>f pe A atunci f este mărginită pe A. 
Demonstrație. Cum fî.——f pe A, conform definiţiei, pentru e = 1, 


(a)n, €N astfel încât (vh=n, avem [f,(x)-f(x)<1,(v)xeA şi în particular, 


pentru n = no obținem 


No 


în, (0)-fl)] <1,(vke A. (9.5) 
Cum f, este mărginită pe A, (3)M>0 astfel încât |f, (x)|<M(v)xeA şi 


atunci, folosind (9.5) obținem 


Lt) |s| f)- f, &)|+ 


f (x)| <1+M,(Y)x e A, adică f este mărginită pe A. m 


Observatie. Dacă şirul de functii (fa) nu este uniform convergent pe A, 


concluzia teoremei nu este în general adevărată. În acest sens considerăm șirul 


de funcții f, (x)= pentru xe(0,1). Avem f, —>f pe (0,1), unde 


(x) |< IN 


< Sa x e (0,1), pentru neN, fixat, 


nx 
1+nx? ’ 


f 


n 


tx)=4,v )x e (0,1). Evident avem 
X 


deci funcțiile fa sunt mărginite. Să observăm că f nu este mărginită pe (0,1). 
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Teorema 9.1.5. (Transfer de continuitate). Fie f, :A—R un şir de funcții 
continue într-un punct x, e A. Dacă f, ——>f pe A atunci funcţia f este continuă 
în Xo. 


Demonstraţie. Fie s>0. Cum f, —=—f pe A, (G)n,€N astfel încât 


(vh=>n,şi (v)keA avem b)-f09| <a. În particular, pentru n=n, avem 


fa (x)- f(x) | < A (v)xeA. 
Cum f, este continuă în xo, (3)8, >0 astfel incât (v)xeA cu |x-x,|<ă, 
avem |f, (x)-f,.(x0)] < A Pentru (v)x e A cu |x-x,|< 5, vom avea 


| f(x)-f(xo)| < | î(x)-f,.l) |+ 


deci f este continuă în xo. m 


fn, (x) Sir (xo) | + 


Observaţie. Din teorema 9.1.5 rezultă că, dacă f, ——>f pe A şi funcţiile 


fa sunt continue pe A atunci funcţia f este continuă pe A. 
Dacă şirul de funcţii (fa) nu este uniform convergent, concluzia nu este în 
general adevărată. 


În acest sens considerăm şirul de funcţii f,(x)= x", pentru x e [0,1]. 


Evident funcţiile fa sunt continue pe [0,1], f, —=—>f pe [0,1], unde 


TE Pa x e [0,1) 


, dar funcția f nu este continuă pe [0,1]. 
1,daca x =1 


Teorema 9.1.6. (Transfer de integrabilitate). 


Dacă f, :[a,b]—>R este un şir de functii integrabile pe [a,b] şi f ——f pe 
[a,b], atunci f este integrabilă pe [a,b] şi lim [.f,(x)ax = [.F(x) ax. 


Demonstraţie. Fie s > 0. Cum f ——f, (a)n, eN astfel încât (v)n=n, şi 


(v)x e [a,b] avem | f,(x)-f(x)|< ————. În particular, pentru n = n. avem 


4(b-a) 
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f, ()- a-a) < f(x) < f, (x) + 7e- a) 


Fie Ac 9 ([ab]), A=(a=x,<x,<...<x,=b). 


(v)x e [a,b] (9.6) 


Cum f, este integrabilă rezultă că f, este mărginită şi fie 


M; = sup(f, (x): x ex] i m, = inf{f, (x): x e Px] }k =1n. 


e 


Din criteriul lui Darboux de integrabilitate (3)5, > 0 astfel încât 


(v)Aess ([a,b]),A=(a=x, <x,<...<x,=b) cu JA|<5, avem S,(,)-s,(6,)<3, 


adică 


> (Mm), x) (9.7) 


Cum şirul (fa) este uniform convergent pe [a,b] către funcţia f, din teorema 
9.1.4 rezultă că f este mărginită pe [a,b]. 

Fie M, =sup(f(x):x e Îx, „x, ]} m, =infff(x): x e [x x, h} k=fn. 

Trecând în relația (9.6) la supremum apoi la infimum, pentru 


x e [xx], obtinem Mè ba) M, <M: nea şi 


: € : € 
mi -——— <m, <M} + —— 


“< 4b-a) “> * 4(b-a) 
Scăzând aceste relații membru cu membru şi înmulţindu-le cu x, -Xp4 


obținem 


M, -m,) x -E (~: -më ) (x, — Xp) 


de unde, prin însumare şi folosind (9.7) rezultă 


n 


s,(f)-s,(f) = 5 M, -m,) (x, Xa) < X M: -miż ) (x, -Xk1)+ 


k=1 k=1 


o -x)= Salh, sulf 2 < 2 += E 


adică f este integrabilă pe [a,b]. 
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Cum [e dx- |-7(x) ax = te b)-rb) dx| < 


b 
=] 
a 


rezultă că lim "f(x)dx = | f(x)ax. a 


€ 
4(b-a) 4 : 


f 


n 


(x)- f(x)dx < 


Aplicație. Fie Piat, dură) mulțimea numerelor raţionale din [0,1] şi sirul 


n 


1,pentru x = (N pe a 


, (v)neN.Să se arate că 
O,pentru X g rr.) 


de funcţii f, :[0,1]—R, no-i 


şirul de functii (fn) nu este uniform convergent pe [0,1]. 


1pentru x e[0,1]|nQ 


„ deci f.——f pe [0,1], 
O,pentru x e 04|! Q 


LA Buc dee) 


Să observăm că mt 6)! 


1 t 1 
unde =] pentru x e|O, Jaa Să presupunem prin absurd că f, ——f pe 


O, pentru x e[01]\Q 
[0,1]. 
Atunci conform teoremei 9.1.6 funcția f este integrabilă pe [0,1], 


contradictie. 


Teorema 9.1.7. (Transfer de derivabilitate). 
Fie ICR un interval mărginit şi f, :1—R un şir de funcţii derivabile pe |. 


Dacă există un punct x, el astfel încât şirul (fn(x9)) este convergent şi 


există o funcţie g:l— R astfel încât f, ——>g pe l, atunci 


i) există o funcție f :I—R astfel încât f ——>f pe l; 


ii) f este derivabilă pe | şi f° = g, adică limt,) = limf.. 


n= 


Pentru demonstrație se poate consulta [10]. 


Observatii. 1. Dacă pentru un şir de funcții derivabile f:I—R, 


convergent pe | către o functie f, şirul (f+) converge către f ° vom spune că şirul 


(fn) se poate deriva termen cu termen. 
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2. Există şiruri de funcţii care pot fi derivate termen cu termen fără ca şirul 


derivatelor să conveargă uniform. 
4,2 
În acest sens considerăm şirul de funcţii f,(x)= i) pentru x e [0,1]. 
Să observăm că limf,(x)= 0,(v)x e [0,1], deci f, —— 0 pe [0,1]. 


nêx 


Funcțiile f sunt derivabile pe [0,1], = (v)xe [0,41] şi 


n 


imf, (x)=0, (v)xeļ01], deci f.'—*>0 pe [0,1], adică Ef pe [0,1]. 


n> 
Prin urmare, şirul (fa) se poate deriva termen cu termen. Să 


observăm totuşi că şirul (f) nu converge uniform la 0. 
9.2.Serii de functii 


Definitia 9.2.1. Se numeşte serie de funcții o serie Sf, unde 


n=1 


f :EcR>R(yhz1. 
Fie S,:E>R,S,=Yf,, numit şi sirul sumelor parțiale. Fie AcE 
k=1 


muțimea de convergență a şirului de funcții (Sa), numită şi mulțimea de 


convergenţă a seriei de funcții. 


Definiţia 9.2.2. Spunem că seria de funcții Sf, converge simplu sau 


n=1 


punctual pe A dacă şirul sumelor parţiale (S,) este simplu convergent pe A. Dacă 


f = limS, atunci f se va numi suma seriei de funcţii > f, în sensul convergenței 
n= 


n=1 


punctuale şi scriem Sf, = f (punctual pe A) sau Sf `f, 
n=1 n=1 


Definiţia 9.2.3. Seria de funcții St, este uniform convergentă pe A dacă 


n=1 


şirul sumelor parţiale (S,) este uniform convergent pe A. Dacă S, ——f pe A, 
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atunci f se va numi suma seriei de funcţii X f, în sensul convergenţei uniforme şi 


n=1 


vom scrie 5i =f (uniform pe A) sau 5, Z f. 
n=1 n=1 


Criterii de convergență uniformă 


Teorema 9.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f, :A cR >R. Seria de functii 
Sf, converge uniform pe A dacă şi numai dacă pentru (v)e > 0,(3)n, €N astfel 
n=1 


încât (vh >n, şi (vb >1 avem 


în) fna) t.t însp()| < exe A. 
Demonstraţie. Fie (Sn) şirul sumelor parţiale ale seriei Sie Conform 
n=1 


teoremei 9.1.2, (Sna) converge uniform pe A dacă şi numai dacă pentru 
(v)e > 0,(3)n, eN astfel încât (v)n >n, şi (v)p>1 avem 


| Sn x%)- S, (x)| <e,(V)xeA, 
sau echivalent 


f 


n+1 


(x)+f 


n+2 


(x)+...+f (x)|<e(v)xeA, 


n+p 


şi demonstrația este încheiată. m 


Teorema 9.2.2. (Criteriul lui Weierstrass). Fie f, : A cR >R. Dacă există 
o serie numerică convergentă Ja, „ cu termeni pozitivi astfel încât 
n=1 
|î,(x)|<a,, (v)nen,(v)xea. (9.8) 


atunci seria de funcţii $f, este uniform şi absolut convergentă pe A. 


n=1 


Demonstraţie. Fie e > 0. Cum Ya, este convergentă, din criteriul lui 
n=1 


Cauchy de la serii numerice (3)n, e N astfel încât (v)n=n, şi (v)p =1 avem 
anu tn +... + an < E, şi folosind (9.8) rezultă că pentru (v)n >n, şi 


n+1 n+2 $ 


(v)p = 1 avem 
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A (x) | Ss 


fab) fra) + frap) < | fa) în) | Par 


(9.9) 


< apa tanm +e tan <E, V) X EA. 


Conform teoremei 9.2.1 rezultă că seria de functii Sf este uniform 


n=1 


convergentă pe A. Absolut convergenta rezultă din (9.9). E 


i . m 2 COSNX E = 
Exemplu. Fie seria de funcții X xeR. Observăm că 


A nx 


cos nx 
Vn? +x? 


este 


<7 = -< L (vnen şi (V)xeR iar seria numerică Y 
n+x? vn =i 


convergentă. Folosind criteriul lui Weierstrass rezultă că seria dată este uniform 


N|% 


convergentă pe R. 


Teorema 9.2.3. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f,,g, :A c R—R două şiruri de 


funcții astfel încât seria de functii Si are şirul sumelor parțiale uniform mărginit 


n=1 


iar şirul (gn) este monoton descrescător şi uniform convergent la 0. 


Atunci seria >. f,g, este uniform convergentă. 
n=1 


Demonstrație. Cum şirul sumelor parțiale (Sn) asociat seriei Sf, este 


n=1 
uniform mărginit (3)M > 0 astfel încât | S,(x)|<M,(v)nenN: şi (v)xeA. 
Fie s>0. Cum g, —">0 pe A, (3)n.eN astfel încât (v)n=>n, avem 
| TOES (vx eA. 


Pentru n>n,,p>1 şi xe A vom avea 
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fa Ona) + fran) + frp n) | = 
= sE E ys m2) Sc) --- Irion) Srp) | = 
=| = 9na 0)Sn (x) + Sula) - Inx) +--+ 

+ Sa) (Onsp1(X)- Inso lx))+ anual r 

<| Ial SO E] Sra) Ira) In) E] Sroa) | 
+] In) || Sr) [SM] Inal) [+M] 34) 92x) |+ +M 
+M | Inox) | = M 9,1%) +M (aaa) 92). 


€ 
= 2M 9,.(X) < 2M- =g, 


99-10) nsp (X) |+ 
In- In: lx) 


ceea ce arată că seria > f,g, este uniform convergentă pe A. E 
n=1 


Proprietăţi ale seriilor uniform convergente 


Pornind de la proprietăţile şirurilor uniform convergente se obțin cu 


uşurinţă următoarele rezultate: 


Teorema 9.2.4. Fie fa: A c R > R un şir de funcţii. Dacă seria 5, este 
n=1 


uniform convergentă pe A către f şi fn sunt funcţii mărginite atunci f este mărginită 


pe A. 


Demonstraţie. Fie S, =y i Cum f, este mărginită rezultă că S, este 


măginită, (vh=1. Cum seria f, este uniform convergentă rezultă că 


n=1 
S,——f pe A şi atunci conform teoremei 9.1.4 rezultă că f este mărginită 


pe A. E 


Teorema 9.2.5. Fie f, :A cR —>R un şir de functii astfel încât seria Sf, 


n=1 
să fie uniform convergentă la f. 


Dacă functiile fa sunt continue într-un punct x, e A (respectiv pe A) atunci f 


este continuă în xo (respectiv pe A). 
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Demonstraţie. Rezultă imediat din teorema 9.1.5. = 


Teorema 9.2.6. Dacă f, lab]— R este un şir de funcţii integrabile pe [a,b] 


iar seria Si converge uniform la f atunci f este integrabilă pe [a,b] şi 


n=1 


f (Znj => [tax (9.10) 


Demonstraţie. Fie S,=Vf,; atunci S,———f pe A. Cum fk este 
k=1 


integrabilă pe [a,b], (v)k >1 rezultă că S, este integrabilă pe [a,b], (v)n=1 şi 


conform teoremei 9.1.6 funcţia f este integrabilă pe [a,b] şi 
lim f °S,dx = [fax sau lim | (St ja- f tax. 
n> va a n> va ke1 a 


Cum {> n = n fdx , rezultă imediat (9.10). m 


Observaţie. În ipotezele teoremei 9.2.6 avem egalitatea (9.10) şi în acest 


caz spunem că seria de funcții SA, poate fi integrată termen cu termen. 
n=1 


Teorema 9.2.7. Fie Ic R un interval mărginit, f, :1—R un şir de funcții 


derivabile pe | încât seria pui este uniform convergentă la g şi există un punct 


n=1 
X, €l astfel încât seria > f, (x, ) este convergentă. Atunci seria $f, este uniform 
n=1 


n=1 


convergentă pe | către o funcţie f derivabilă pe | iar f ° = g, adică 
an SE NA (9.11) 
n=1 n=1 


Demonstraţie. Fie S, Sf, T, =Y f, (v)neN*. Cum şirul de funcţii (Sa) 
k=1 


k=1 
satisface ipotezele teoremei 9.1.7, există o funcţie f:l—>R astfel încât 


S, ——f pe |, f este derivabilă pe | şi f° = g, adică 
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Sf =f şi o -Ff . 
n=1 


n=1 n=1 


Observaţie. În ipotezele teoremei 9.2.7 avem egalitatea (9.11) şi în acest 


caz spunem că seria de funcţii J f, poate fi derivată termen cu termen. 


n=1 
9.3. Serii de puteri 


Definiţa 9.3.1. Se numeşte serie de puteri o serie de funcții Sf, unde 


n=1 


f (x)=a,x",xeR,a, eR,(v)neN sau f,(x)=a,(x-a), unde aeR. În continuare 


n 

considerăm. f.(x)= ax” şi astfel o serie de puteri va fi de forma 

$. anx" = ao tax +...+ ax" +..., unde (an) este un şir de numere reale. 
n=0 


Numerele a, se vor numi coeficienţii seriei de puteri. 


Să observăm că mulţimea de convergenţă A a unei serii de puteri este 


nevidă deoarece Oe A. 


Exemplu. Fie seria de puteri 


n 2 n 


2X x x x 
$ —=1+2+— +... ++ 
iz nN! 11 2! n! 


Fie x, €R, arbitrar. Considerăm seria numerică 

00 x? 

2,- , cu termenul general x, =" 
N! 


n+1 


Xo 


Cum im Kel — i i 


. =0<1, din criteriul raportului rezultă că seria 
n= xal n=% (n+1)! [Xo 


n 


2 Xo > . d 
Du este absolut convergentă, deci convergentă. 
N! 


Cum x, eR este arbitrar rezultă că mulțimea de convergenţă a seriei este 
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Teorema 9.3.1. (Teorema | a lui Abel). 


Fie seria de puteri Y a,x",a, €R. Atunci există r e | 0,«) astfel încât 
n=0 


i) Seria este absolut convergentă pe (-r,r); 
ii) Seria este divergentă în (v)x cu |x| >r. 
Pentru (v)0 <r, <r seria este uniform convergentă pe [-ro, rol. 


Demonstrație. Dacă seria de puteri este convergentă numai în punctul 


x = 0, luând r = 0, teorema este demonstrată. Pesupunem că există x, +0 


punct de convergență pentru seria de puteri, adică seria numerică aX este 
n=0 


convergentă. Vom arăta că (v) x cu |x|<|x,| rezultă că x este punct de 


convergență. 


Într-adevăr, fie xeR cu |x|<|x,|. Cum seria Ya,x," este convergentă 
n=0 


rezultă că lim a,x," =0 şi atunci şirul (anxo0”) este mărginit, deci (3)M>0 astfel 


n n 


ERSS X . 
încât |a,xọ| <M (v)neN. Vom avea |a,x"|=|a,x5|-|——| <M- ,(v)neN şi cum 
Xo Xo 
x n 
b A Zi rai RE X J à i ; 
—I<1 rezultă ca seria geometrică YM —| este convergentă. Folosind criteriul 
Xo n=0 Xo 


de comparație cu inegalităţi rezultă ca şi seria ` este convergentă, deci 
n=0 


a,x” 


seria Y.a,x" este absolut convergentă. 
n=0 


Astfel, dacă x, 20 este un punct de convergenţă al seriei atunci orice 
punct x €R cu |x|<|x,| este punct de convergență absolută al seriei. Rezultă că 
mulțimea de convergență conţine întreg intervalul (- obio). De aici deducem 
că, dacă x. este un punct de divergență al seriei, atunci orice punct x cu |x| > |x,| 


este punct de divergență al seriei. 
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Într-adevăr, dacă ar exista un punct xo cu |x,|>|x,] în care seria este 
convergentă, atunci, din prima parte a demonstraţiei seria ar fi convergentă şi în 


xı (deoarece |x.| < |x, 


), contradicție. 


Fie A mulțimea de convergenţă a seriei de puteri. Evident avem 0eA, 
deci A + Ø. 
Fie r = sup A şi evident r >0 (deoarece suntem în cazul în care există 


X, #0 punct de convergenţă). Vom arăta că r satisface concluziile teoremei. 

i) Fie x e (-r,r); avem deci |x| <r. Fie x, €R astfel încât 
| < x <r. Cum xo este punct de convergență al seriei, rezultă că seria este 
absolut convergentă în x, deoarece |x|< x, . 

ii) Dacă r= +% inegalitatea |x| >r nu are sens, deci în acest caz nu 


avem ce demonstra. 


Să presupunem că r <+% şi fie x un punct astfel încât |x| <r. Dacă x ar fi 
punct de convergenţă atunci orice punct y cu r<|yj<|x] este punct de 


convergenţă, care contrazice faptul că r = sup A.. 


Rămâne să demonstrăm ultima parte a teoremei. Fie O<r, <r. Atunci ro 


> 


n= 


ao a 


n 


r 


este punct de absolut convergență al seriei, deoarece seria >, A 
n=0 


este convergentă. 


Pentru xel-r,r.] avem |x|<r, deci lax" 


< a,|r,(v)neN. Folosind 


criteriul lui Weierstrass rezultă că seria da,x" este uniform convergentă pe 
n=0 


[-ro, rol. 
Număr real r se numeşte rază de convergenţă iar I=(- rr) se numeşte 


interval de convergenţă. m 


Vom da în continuare o metodă de calcul al razei de convergență. 
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Teorema 9.3.2. Fie seria de puteri da,x" şi r raza sa de convergenţă. 
n=0 


Presupunem că există p = lim y |a, . Atunci E (cu convențiile 


p=0>r=+o,p=+o>r=0). 


, cu termenul general 


Demonstraţie. Fie x, €R şi seria numerică > anXo 
n=0 


n 
Xn z | a-Xo 


. Evident avem lim x. = lim y laf- [xo] = P| xol: 


no 
Vom folosi criteriul lui Cauchy de la serii de numere reale. Dacă p=0, 
atunci lim Aj x, =0, deci seria Sax este absolut convergentă, (v)x,, deci 
n=0 
[r=+oo. 
Dacă p=+o şi X, 70, cum lim af x, =% rezultă că seria Sax este 


No 
n=0 


divergentă pentru orice x, z0, adică r = 0. 


| p 1 : no - 
Fie 0<p<=+%. Dacă |x |<— avem p|x,|<1, deci seria ġ,a,x} este 
p n=0 
: > 1 3 1 
absolut convergentă. Dacă |x,|>—, luăm un punct x, astfel ca |x| > |x| >—. 
P 


este divergentă. Din prima parte a 


Atunci p|x,|>1 şi deci seria Sax 
n=0 


demonstraţiei teoremei 9.3.1 rezultă că seria a,x? este divergentă. În 
n=0 


1 
concluzie r=-—. E 
p 


Corolarul 9.3.1. Fie seria de puteri a,x". Presupunem că există 
n=0 


an 


a 


> 0. Atunci r = lim 


n—> œ 


lim 


n= 


a 


n+1 n+1 
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Exemplu. Fie seria de puteri SeS. Avem a, ran. şi 
n=1 N n 
; a . n+1 : z ue, că 
lim | —- | = lim — =1, deci raza de convergenţă este r = 1 şi intervalul de 
n=e| Ahn41 ne N 
convergență I= (-11). 
“i , , E) 00 i (1 00 1 
Pentru x = -1 obținem seria numerică Y.(-1) =% —, care este 
n=1 N n1 N 


divergentă. 
. À SARE 1 CI N 
Pentru x = 1 obținem seria numerică Y` (-1) —, care conform criteriului lui 
n=1 n 


Leibniz este convergentă. 


În concluzie mulţimea de convergeţă este A = (-1, 1]. 
Proprietăţi ale seriilor de puteri 


Fie seria de puteri Ya,x", r raza de convergență, A mulțimea de 
n=0 


convergenţă şi f: A >R, f(x) = Yax", suma seriei de puteri pe mulțimea de 
n=0 
convergenţă. 


Dacă O<r,<r, conform teoremei 9.3.1 seria de puteri Ya,x" este 

n=0 
uniform convergentă pe [-ro, ro] şi folosind teorema 9.2.5 rezultă că funcţia f, 
suma seriei, este continuă pe [-ro, ro]. Cum ro este arbitrar în (0,r) rezultă că f este 


continuă pe (-r,r). 


Propoziția 9.3.1. Dacă seria de puteri da,x" are raza de convergență 
n=0 


r> 0, suma f pe (-r,r), atunci 


i) Seria derivatelor $na, x"™ are aceeaşi rază de convergenţă r ; 


n=1 
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ii) Funcţia f este derivabilă pe (-r,r) şi f °= g, unde g(x) = Snax”, 
n=1 
(v)xe(-r,r), adică f'(x) = Sna, x" (vix el-rr). 
n=1 
Spunem că seria de puteri poate fi derivată termen cu termen. 


Demonstrație. 

i) Rezultă din faptul că lim na, | = lim 4 | an] . 

ii) Rezultă din faptul că seriile Ya,x" şi ,na,x"™" sunt uniform 
n=1 n=1 


convergente pe (v)|-r„r,|e(-r,r) şi din teorema 9.2.7. m 


Corolarul 9.3.1. Dacă seria de puteri Sa,x" are raza de convergență 
n=1 


r> 0, suma f pe (-r,r) atunci f este indefinit derivabilă pe (-r,r) şi 


(e0)= Son 1). =k + pe (ee (ori) 


Propoziția 9.3.2. Dacă seria de puteri ax” are raza de convergenţă 
n=0 


r >0 şi suma f pe (-r,r) atunci 


a, 
n+1 


i) Seria >, x™ are aceeaşi rază de convergenţă r ; 
n=0 


x = a 
ii f(tdt = 5 —= x" (yv )x <r, 
) Jaf a V 
adică seria de puteri poate fi integrată termen cu termen pe orice interval [0,x], 
unde x e (-r,r). 


Demonstratie. 


P a a | a E 
i Rezultă din faptul că lim n "_| = limal|a.|. 
) p n= n+1 n>% nl 


ii) Rezultă din uniform convergența seriei de puteri pe 


(vrn rle (r,r) şi teorema 9.2.6. m 
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Propoziția 9.3.3. i) Dacă seria de puteri da,x" are raza de convergență 
n=0 


r şi A z0 atunci seria de puteri $ (àa, )x" are aceeaşi rază de convergență. 
n=0 


ii) Dacă seriile de puteri Y.a,x”, Y.b,x” au razele de convergență r, 
n=0 n=0 


şi respectiv r, atunci seria > (a, +b,)x” are raza de convergență r > min{r,,r,}. 
n=0 


Demonstraţie. Rezultă imediat folosind proprietăţile de la operaţiile cu 


serii numerice. m 


i ci 1 
Exemplu. Fie seria —., Avem a =-—, limn/lla |=1, deci r =1 şi 
p 2 a= limy |a| i 


n=1 


I= (—11), intervalul de convergență. 


Cum pentru x=1 seria este divergentă iar pentru x=-1 este convergentă 
rezultă că mulţimea de convergență este A=[-1,1). 


Fie f:[-1,1)—R suma seriei pe mulțimea de convergenţă, deci 


Conform propoziției (9.3.1) funcţia f este derivabilă pe (-1,1) şi 


f (x) = 1+x+x?+...+x"+...= (v) e(-1,1), de unde 
—X 


100)= |x= In (1-x)+ 2, (v)xe(-1,1),unde Z €R.. 


Cum f(0) = 0 rezultă Z = 0, deci f(x) = -In (1-x), (v)xe(-11). 
Seria binomială 


Fie seria de puteri 1 xp De pp AED De 
| | n! 


unde aeR. (9.12) 


Să observăm că pentru aeN se obține un polinom de grad a. Vom 
presupune deci a eR\N. 
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n+1 
a-n 


afa -1)...(a -n +1) (n+1)! 
n! ala — 1)...(a —n) 


=1 


an 


a 


= lim 


n= 


Cum lim 


n> n> 


n+1 
rezultă că raza de convergență a seriei este r = 1. 
Fie f : (-1, 1) —> R suma seriei. 
Conform propoziției (9.3.1) funcţia f este derivabilă pe (-1, 1) şi 
f'(x)=a+ ae Saad ci E n g., (Y)xe(-11) (9.13) 
n-1)! 


Înmulţind în (9.13) cu x obținem 


xf' (x)= ax ETa go Cen +... (V)x e (1,1) (9.14) 


(n-1)! 
Din (9.13) şi (9.14) se obţine (1+x) f '(x) = a f(x), (v)x e(—1,1) de unde 
LOE T 
wo a 0% (—1,1) (9.15) 


(să observăm că f(x)z0,(v)xe(-1,1), deoarece dacă ar exista x, e(-11) cu 
f(xo) = O ar rezulta f“(x9) = 0, (v)k e N şi atunci f = 0, contradicţie, căci f(0) = 1) 
Din (9.15) obținem In f(x) = aln (1+x)+Inc deci 
f(x) = c (1+x)*, (v)x e(-1,1) unde c > 0. 
Cum f(0) =1 rezultă c =1 şi atunci f(x)=(1+x)", (v)xe(-11). 
Obţinem deci 


ala —1) 2, „ata -1)..(a -0+1 n, (V)x e (11) 
Zi sii E Sisi j 


(1+ x)“ = 14 x+ 
(9.16) 


care generalizează formula binomului lui Newton, adevărată pentru a«eN. 


Pentru diferite valori particulare pentru a din (9.16) se obțin sumele unor 
serii importante. 


Pentru a = -1 obținem 


A ajf ate =x? +... (1 +...,(v)xe (11), (9.17) 
1+x 


de unde 


STP tat n (V) E CT) (9.18) 
-x 
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Pentru a = - obținem 


_ le aa di r ama 1: 3*9...(2n-3) n 
VERSI Aa +... +(—1) a E act (9.19) 
(v)x e (-1,1), 


Pentru a = -2 obținem 


1 1 1-3 , n 1:3:5...(2n-1) , 
=1 X + 73 x +... +(—1) - X+..., 
NÎ+X 2.11  2“:2! 2"-n! (9.20) 
(v)x e (-1,1), 
de unde 
1 xX 13 (2n-1)!! 
S a a GN 
a a aa ae te (9.21) 
(v)x e(-1,1), 
Prin integrare termen cu termen obținem 
arcsin x = X + x? PARS pe rca AE să ori 
„3.2 5.2-4  " (2n+1)(2n)!! dis (9.22) 
(Y) x e (1,1) 


De asemenea din (9.17), înlocuind pe x cu x° obţinem: 


í = =1- x? +xt =x? +... + (1) x" +... (Y)x e (-1,1) şi prin integrare termen 
+x 
cu termen găsim că 


x? x? x! x2 
arctg x = x- — + — -— + (17 na (V —1,1). 9.23 
gx= Xp pt OTP ze (9) e (17) (9.23) 


Serii Taylor 


Fie seria de puteri da,x' r > 0 raza sa de convergenţă şi f suma sa pe 


n=0 

intervalul de convergenţă, deci f (x) =Y a,x" si 
n=0 

Din propoziția (9.3.1) rezultă că f este indefinit derivabilă pe (-r, r) şi 


f™(0) 
| 


f™(0) = nlan, (Y)n eN, deci a, = =. şi atunci 
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o (n) 
f(x) = a Oe (v)x e(-r,r). (9.24) 


Să observăm că seria de puteri din (9.24) poate fi asociată oricărei funcţii 


indefinit derivabile în origine. 


Definiţia 9.3.2. Fie IcR un interval astfel încât oelnt | şi f:I—R, indefinit 
derivabilă în x = 0. 
Se numeşte serie Taylor ataşată funcţiei f în x = O seria de puteri 
2 Oe, xel (9.25) 
Fie r>0 raza de convergență a seriei (9.25). Se pune problema în ce 
condiții suma seriei (9.25) coincide cu funcţia inițială f pe intervalul de 
convergentă (-r, r). 
Să reamintim formula lui Mac — Laurin de la funcții reale de variabilă reală. 
Dacă IcR este un inteval deschis astfel încât O e | şi f :I—>R este o 


funcție de n ori derivabilă pe |, unde ne N` atunci 
f(x) = f(0) + Zf (0)+ + = f™(0)+R, (x), (Y)x €l. (9.26) 
! n! 
Dacă f este de (n+1) ori derivabilă pe | atunci restul de ordin n, Rn, se 


n+1 
poate scrie sub forma RO= gpi O unde £ este între 0 şi x (forma 
+1)! 


Lagrange a restului). 


Teorema 9.3.3. Fie Ic R un interval astfel încât Oelnt I, f :I—R, indefinit 
derivabilă pe | şi A mulţimea de convergență a seriei (9.25). 
Atunci suma seriei Taylor ataşată funcţiei f în x = O coincide cu funcţia f pe 


A A I dacă şi numai dacă limR,(x) =0,(v)xeA n, unde R, este restul de ordin n 


din formula lui Mac-Laurin. 


' (n) 
Demonstratie. Fie S09 = t0) Ax. (0) 


x", pentru xel şi atunci, 


din formula Mac-Laurin avem 
f(x) = S,(x)+R,(x)(Y)xel. (9.27) 
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Să observăm că S,(x) coincide cu polinomul Taylor 


7,04) =10)+ Oxa. Oe 


Din (9.27) rezultă imediat că lim S,(x)= f(x) limR,(x)=0,(v)xeAnl. m 


În acest caz spunem că f este dezvoltabilă în serie de puteri pe Anl şi 
Lă n (n) 

to)=10) 200 + DO ut Oe +..„(W)xeA nl, se numeşte dezvoltarea în 
H l N! 


serie de puteri a funcţiei f pe Acl. 


Corolarul 9.2.3. Dacă feC*(l)Oeintişi există M>0 astfel încât 


fO(x)| <M, (v) x el,(v) ne N atunci f este dezvoltabilă în serie de puteri pe | şi 


f(x)= a UD) el. 


n! 


Demonstraţie. Fie xel. Atunci (v)ne N`, există £, între O şi x astfel încât 


n+1 


R,(x)= pg E 


| | n+1 


m el(v)neN.. 


Conform ipotezei |R,(x)| < 
(n+1) 


x n+1 
Cum lim | | Di =0,(v)xelrezultă că limR,(x)=0,(y)xel şi aplicăm 
n> n+ I n= 


teorema 9.3.3. E 


Exemple. 1. Fie funcţia f:R—R, f(x) = e*. Avem f(x) = e*, (Y) xeR, 


(Y) neN, f™(0) = 1,(v) neN iar seria Taylor asociată funcției f în x = 0 este 22. 
n20 N: 


Raza de convergenţă a acestei serii de puteri este r =+ deci intervalul de 


convergentă este |= (—%,+ œ) = R şi coincide cu mulțimea de convergenţă. 
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Pentru (Y) M>0 avem |f™(x)|=e* <e",(v) xe(-M, M), (Y) neN, şi atunci 


conform corolarului 9.3.2 funcţia f este dezvoltabilă în serie de puteri pe(-M, M), 
deci pe R şi 
n 2 n 


x _ = X îi x xX x 
e SA, a SIET e +.. (V)xXER. (9.28) 


2. Fie funcţia f:R—R, f(x)=cos x. Avem f(x) = cos +), (Y) xeR, 


(Y) neN, f”(0) = cos 2 (v) neN şi 


î0(x)| <1, (Y) xeR, (Y) neN. 


Conform corolarului 9.3.2. funcţia f este dezvoltabilă în serie de puteri pe R 


şi 
cae 2 5 E coaie e E x" FERI (V) xeR. (9.29) 
Zn! 2 21 4! 86! (2n)! 
Analog obținem: 
3 5 7 2n+1 
sinx= x- XX +.. (1), (V) XER. (9.30) 
3! 5! 7! (2n +1)! 


Observatie. Înlocuind în (9.28) pe x cu ix, unde ieC, i?=-1 şi apoi cu —ix şi 
folosind (9.29) şi (9.30) obţinem: 


Analog obținem 
e*= cos x —i sin x (9.32) 


Din (9.31) şi (9.32) obținem formulele lui Euler: 


Definiţia 9.3.3. Fie | c R un interval, xọelnt I, f :I — R, indefinit derivabilă 


æ% f(n) 

în xo. Seria de puteri > k —X,). se numeşte seria Taylor ataşată functiei 
n=0 N! 

f în Xo. 


Rezultatele stabilite pentru serii Taylor ataşate unei funcţii f în punctul x=0 
se transferă la seriile Taylor definite mai sus. 


Probleme propuse 


1. Să se studieze convergența simplă şi uniformă a următoarelor şiruri de 


functii pe intervalele indicate: 


Jro eia b) f(x) 995 1% x eR; 
1+xX" n +1 
c) fa(x)= , x € (0, o); d) fa(x)= X —e™, x e [0, æ); 


n 


= , xef, œ); f) hO) SK, xe[-1,1]. 


k=1 


2. Fie f :R, > R.f, (x)= Żarctg x”. Să se arate că (fa) converge uniform iar 


T ) converge neuniform. 


n sin kx 


„unde a >2. 
k=1 k* 


3. Fie f, :R >R, f,(x)= 


Să se arate că (f,) este uniform convergent pe R, iar limita sa este o funcţie 


derivabilă cu derivata continuă pe R. 
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nx 


4. Fie f, BR, f, (x)=; a 
+n’x 


Să se arate că (f,) converge neuniform pe [0,1], dar 
im [o 0)ax=f limf, ( 


5. Să se determine mulțimea de convergenţă pentru următoarele serii de 


funcții: 
2 (n+1F by 28 
a) 2, -Ta b) 2 Sin x 
2 x(x-1)...(x-n+1) 1 = X 
; d 2" 
c) >, n! n’ ) 2 3" 


6. Să se arate că următoarele serii sunt uniform convergente pe intervalele 
indicate: 


a) 5 —, xe(0,o); b) 3 X_ xelo,a], unde a>0: 


e"* 


2 


c) 5 (xn —x"1), xef0,a], ae(0,1); d) > (ip , xeR. 


m 1+n?xź 


7. Să se arate că seria >, > este uniform convergentă pe [0,a], unde 
n=1 


a>0şi lim > -5 


r D A URNE a a a ÎN 


sin nx 


in? + x? 


8. Să se arate că seria de funcţii 5 -= este uniform convergentă pe 
n=1 
R iar suma sa este continuă pe R. 


9. Să se determine raza de convergenţă, intervalul de convergență şi 


mulțimea de convergenţă pentru următoarele serii de puteri: 
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00 n n 00 (1) pui a 
ȘI 2 (n * a) >, n? = 

o Da g As : 
e) O nÈ Sn 


este 


10. Să se arate că seria 1+ 20336 - 6) [Bn —1)-3n] 


convergentă pe R iar suma sa f verifică ecuația 


f''(x) + xf(x) =0, vxeR. 


11. Să se determine intervalele de convergenţă şi sumele corespunzătoare 


pentru următoarele serii de puteri: 


a) XC b) Jr: 
c)5 > A) XE ae d) Sn(n+1)x 
2 (n+1)(n+3)' = 


12. Să se arate că următoarele funcţii sunt dezvoltabile în serii de puteri şi 


să se găsească aceste dezvoltări, specificându-se intervalul pe care sunt 


valabile 
a) f:R>R, f(x)=sin*x; 


b) f:(-1%)—R, f0)=In(1+x); 
c) f:R\{-2-3}>R, f(x) Sia 


21 5x+6) 


d) f: -a2 )>R, f(x)=yx+a. 
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CAPITOLUL 10 
INTEGRALE CU PARAMETRU 


Fie ICR un interval, JcR o mulţime arbitrară de numere reale, 


f:1xJ-— Ro funcţie integrabilă în raport cu x pe orice compact din 1,(v)t e J. 

Fie a,ßB:J-— I. O integrală de forma 

F(t) = f5" tC, t)ax, (10.1) 

se numeşte integrală cu parametru. 

Ne interesează să stabilim condiţiile în care proprietățile funcției f 
( de continuitate, derivabilitate, etc.) se transmit funcţiei F. 

Fie toeJ' (deci punct de acumulare pentru J). 

Presupunem că următoarea limită există şi este finită : 


lim f(x,t)= e(x), (vel. (10.2) 


t>to 


Aceasta înseamnă că (v )xelşi (v) e>0 există o vecinătate V,, e %t,) 


astfel încât (Y) teV x AJ, tzt, avem |fx,t)-e(x)]<e. 
Dacă această vecinătate este independentă de x, adică (v) s> 0, (3)V, e &(t,) 


astfel încât (v)teV,nJtzt, şi (v)xel avem |f(x,t)-ọ(x)|<s, spunem că 


funcţia f tinde uniform în to către funcţia ọ sau limita (10.2) este uniformă. 
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Să observăm că, dacă limita (10.2) este uniformă şi treJ, tto atunci şirul 


de funcţii (fa), unde în(x) = f(x, tn), (Y) n > 1, converge uniform pe | către Q. 


Teorema 10.1. Fie f:lxJ —R, continuă în raport cu x pe |, (VY) teJ şi fie 


I=[a,ß], F(t)= f*f(x,t)dx Şi toeJ'. Presupunem că limita (10.2) există şi este 
uniformă. Atunci ọ este continuă pe |o,f] şi 


lim | f(x, t)dx = f lim f(x, t)dx = f pl) ax 


tate da 

Demonstrație. Fie (t) c J, ta —t,. Din observaţia de mai sus şirul de 
funcţii (fa), unde f-(X) = f(x,tn), converge uniform pe [a,ß] către ọ. 

Cum funcţiile fẹ n > 1, sunt continue şi f ——ọ, din proprietatea de 
transfer de continuitate rezultă că q este continuă. 

Fie e > O; cum limita (10.2) este uniformă, există 5, > 0 astfel încât (Y) teJ, 


E€ 


tzta|t 


to| <5, şi (Y) xel avem iba) ab] 
— O 


Vom avea 


(J10 tax- [ode 


(v)teJ, tt, cu |t-t,| <5,, şi demonstrația este încheiata. m 


< [lb t)- obd < fiis, 


În continuare presupunem că | = [a, b], J = [c, d]. 

Teorema 10.2. Fie f:[a, b] x [c, d] >R, continuă, a,ß :[c,d] > [a,b], continue. 
Atunci funcţia F definită de (4.1) este continuă pe [c, d]. 

Demonstraţie. Fie toe[c, d], fixat şi te[c, d] arbitrar. 

Evident avem 


B(to) p(t) 


F(t) = fi f(x t)dx = fE fotax fi ' f(x tax + [pi f(xtdx,de unde (10.3) 


tau: Bo pita) 
Fe) |-|], SA f(x, (x taxa fe f(x, (x tax + [fe tax- [a fO to)dx < 


< 


[10 t) jax |+ AN (x, tax |+ ji f(x, t)-f(x,t oax |. (10.4) 
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Cum f este continuă pe [a, b] x [c, d] ( compactă ) rezultă că f este 
mărginită pe [a, b] x [c, d], deci (3)M > 0 astfel încât 
| f(x t)| < M, (ve [a, b]x [c, d]. 
Fie s>0. Cum a şi B sunt continue pe [c,d] există 5, >0 astfel încât 
(v)te[c,d] cu |t- t,| <8, avem [at - alto) < ay [BO -Blo < z 
Cum f este continuă pe [a,b]x[c,d] din teorema lui Cantor rezultă că f este 
uniform continuă pe [a,b]x[c,d] şi atunci (3)5' >0 astfel încât (v)xe[a,b] şi 


(v)t e[c,d] cu |t- t| <8 avem 
fox =f to) |:| alto) =Blto)|< Z- 


Din (10.4) vom avea 


B(to) E€ 


— dxi< 
alto) 3| a(ta)—B(to) | 


|F)-F(t,)|< M| a(t)-alto)|+M| B-B) |+] f 


sMo p Mr = g, (v)t e [c,d], cu |t- t,| < 5,, unde 8, = min(5,,8; ). 


Rezultă că F este continuă în to şi cum tọ este fixat dar arbitrar luat rezultă 


că F este continuă pe [c,d]. E 


Teorema 10.3. Fie f :[a,b]x[c,d] — R, continuă, a,ß:[c,d] > [a,b], derivabile. 
Presupunem că f admite pe [a, b] x [c, d] derivată parțială în raport cu t, 
continuă pe [a,b]x[c,d]. Atunci F este derivabilă pe [c,d] şi pentru (v)t e [c,d] 

avem 


ew of 
a(t) ot 


Demonstratie. Fie toe[c,d], fixat şi te[c,d], tz to. 


Folosind descompunerea din (10.3) vom avea 


F'(t)= ] (x,t)dx + f(B(t), DB'(t)- f(a(t),t)a' (t). 


F(t)-F(t,) aj AADAT a 1 fă f(x, t)dx — 1 paw f(x,t)dx (10.5) 
t-t alto) t-t t= t, Bto) >’ t-t, teto) l 
(0 0 0 0 
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Fie funcția q:[a,b]x[c,d]—R 
f(x,t)-f(x,t,) 


tt 
g(x t)=; $b 
of 
tot = to 


Din ipotezele teoremei rezultă că funcţia ọ este continuă pe [a, b] x [c, d]. 
Folosind teorema 10.2 rezultă că funcţia G:[c,d] >R, G(t)= oox t)dx este 


continuă pe [c,d], deci 


lim Î, o tax = limG(t) = G(t,)= [ot x, t, dx = [ar x,t, dx 


toto da(to) 
ft) -f(x t,) 
tot, 


Bt f(X, t)-f(x,t 0) gx B(to) ar 
lim T x=], (to a ei x, o )dx (10.6) 


Cum pentru t + to, o(x,t) = „ rezultă că există 


Ne ocupăm în continuare de următoarele două integrale din (10.5). 
Din teorema de medie există un punct c: între B(to) şi B(t) astfel încât 


En e f(x, t)dx = BOB) fe, t) şi folosind derivabilitatea funcției B în to şi 
= to 


continuitatea lui f rezultă că există 


lim — ("t(x t)dx = B' (t Jf(B(t,),t,) (10.7) 


t>to t-t, B(to) 


Raţionând analog găsim că 


l 1 
USR P E t)dx = a' (te f(o(to ), to) (10.8) 
Din (10.6), (10.7), (10.8) rezultă derivabilitatea funcţiei F şi egalitatea din 


enunt. m 
Exemplu. Să se calculeze integrala |= f ax, folosind integrala cu 
+ X 


a In(1+ ax) 


parametru I(o)= f, E 


dx. 


Evident avem | = I(1). 


i 


Fie f : [0,1]x[0,1] > R, f(x, a) = şi atunci I(o)= f “f(x, a)dx 
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Evident f satisface ipotezele teoremei 10.3, deci funcţia | este derivabilă pe 


caii a ou BLO ope x In(1+a°) 
[0,1] şi ra= f aa Ae ara ea 


Calculând prima integrală, obținem 


2 
s adea koi > arctga, de unde, prin integrare obținem 


|! = + 
E ae a 


I(a) = f I' (a)da = $ arctgaIn(1+a?)+c , 
Cum I(0) = O rezultă c = 0, deci 


I(a)= T arctgaIn(1+ 0) şi atunci |= (1) = Sarctgt -In2 = n2. 


În continuare considerăm integrale cu parametru pe intervale necompacte. 


Fie integrala 


F(t) = ['fx,thax „unde f: [a, b) x [c, d] >R. (10.9) 


Presupunem că integrala (10.9) este convergentă, (v)tel[c,d]. Ne 
propunem să dăm condiţii de continuitate şi derivabilitate pentru functia F. 

Un rol important în formularea acestor condiții îl are noțiunea de 
convergenţă uniformă a unei integrale cu parametru pe un interval necompact. 

Convergenţa integralei (10.9), pentru (v)te[c,d] revine la următoarea 


condiţie: pentru (v)t e [c,d] şi (v)e >0,(3)c,, e (a,b) astfel încât (v)u e (c,.„b) avem 


| F(t)- |. f(x, t)dx 


ai (10.10) 


Dacă în formularea de mai sus c,, este independent de t, adică 
(v)e > 0,(3)c, e (a,b) astfel încât (v)u e (c,,b) şi (v)t e [c,d] avem (10.10), spunem 


că integrala (10.9) converge pe [a,b) uniform în raport cu te[c,d]. 


Teorema 10.4. Dacă integrala (10.9) converge uniform pentru te[c,d] atunci 


şirul de funcții 
F,(t)= f” f(x t)dx, unde (10.11) 


a<b,<b, limb, =b, converge uniform pe [c,d]. 
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Demonstraţie. Fie s > 0. Conform ipotezei (3)c.e(a,b) astfel încât 
(v) ue(c,b) şi (v) tel[c,d] avem (4.10). 


Cum limb, =b,(3)n, €N astfel încât (v)n>n, avem c,<b, <b şi atunci 


vom avea F (t)- [fi f(x, t)dx | < e, (v)t e [c,dI,(v)n=n,, adică 


|F (t)-F(t)|< 8, (v)n=n,,(v)te [c,d], deci F, ——F pe [c,d]. m 


Teorema 10.5. Dacă f:[a,b)x[c,d]—-R este continuă şi integrala (10.9) 
converge uniform pentru te[c,d] atunci funcţia F definită de (10.9) este continuă 
pe [c,d]. 

Demonstraţie. Fie b, <b, b, —b. Din teorema 10.4 şirul (Fna) definit de 
(4.11) este uniform convergent pe [c,d] către F. 

Din teorema 10.2 aplicată funcţiei f pe [a,b,]x[c,d] şi folosind faptul că f 
este continuă rezultă că F, este continuă pe [c,d]. 


Cum F——F pe [c,d], din teorema 10.1.5 rezultă că funcţia F este 


continuă pe [c,d]. E 


Teorema 10.6. Fie f:[a,b)x[c,d] >R. Presupunem că f este continuă pe 
[a,b)x[c,d], derivabilă parțial în raport cu t pe [a, b) x [c, d] cu A continuă pe 
[a,b) x [c,d]. 

Presupunem că integrala f f(x,t)dx este convergentă pentru (v)t e [c,d], 
iar integrala |. Or. este uniform convergentă pentru te[c,d]. 

Atunci F definită de (10.9) este derivabilă pe [c,d] şi 

F=f? Z ix, tjak, (v) te[c,d]. 


În plus F’ este continuă pe [c,d]. 
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Demonstraţie. Fie b, <b,b, >b. Avem [a,b,]x[c,d] c< [a,b)x [c,d]. Fie 
F(t) = J? f(x, t)dx. 
Folosind teorema 10.3 rezultă că F, este derivabilă pe [c,d] şi 


F'(t)= E beta (v) e [c,d]. 


Cum q este continuă pe [a,b,]x [c,d], din teorema 10.2 rezultă că F’ este 


continuă pe [c,d]. 


Din convergenta integralei |'f(x,t)ax rezultă F, > F pe [c,d]. 


Din uniform convergenta integralei jZ istat rezultă convergenţa uniformă 
a şirului (F'n) pe [c,d]. 
Conform teoremei 9.1.7 funcţia F este derivabilă pe [c,d] şi 
`; : b, Of bof 
F'(t)=limF' (t)=lim|  —(x,t)dx = | —(x,t)dx. 
(0 =limF', (t) = lim f" ace = f 0t 


Continuitatea funcției F’ rezultă din teorema de transfer de continuitate de la 


şiruri de funcții. m 


Vom da în continuare două criterii de convergență uniformă pentru integrale 
cu parametru pe un interval necompact. 


Teorema 10.7. Fie f :[a,b)x[c,d] > R. Presupunem că integrala 
F(t) = f t(x tax este convergentă, (v )t e [c,d]. 
O condiție necesară şi suficientă pentru ca integrala ftx, t)dx să conveargă 
uniform în raport cu te[c,d] este ca (v)s>0 să existe c, e(a,b) astfel încât 
(v)u,v e (c,,b),u<v să avem 


to tax < s (v)t e [c,d]. 


Demonstratie. Se foloseşte un raționament asemănător cu cel din 


demonstrația criteriului lui Cauchy (vezi teorema 8.1.1) E 
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Teorema 10.8. Fie f:[a,b)x[c,d]-R. Presupunem că integrala 


F(t)= [-fâx,t)dx este convergentă, (v)t e [c,d] şi există o funcţie ọ:[a,b) >R 


astfel încât 


i) | f(x t)| < px), (v)x € [a, b), (v)t e [c,d]; 
ii) integrala ['q(x)dx este convergentă. 
Atunci integrala | tO, t)dx converge uniform pe [a,b) în raport cu te[c,d]. 
Demonstraţie. Fie s>0. Din convergenţa integralei f oax, folosind 
criteriul lui Cauchy, (a)c,e(a,b) astfel încât (v)u,v e(c,,b),u<v avem 


[LE 


f ọ(x)dx 


Pe de altă parte, din i), pentru (v)t € [c,d] vom avea 


| [t(x tax 


< [| f(x, t)|dx < f o(x)dx <e, şi demonstrația este încheiată folosind 


teorema 10.7. m 


Teorema 10.9. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f:[a,b)x[c,d]—> R continuă, 
g: [a,b)x [c,d] > R, monoton descrescătoare în raport cu x pe [a,b), (v)t e [c,d]. 
Presupunem că există M > 0 astfel încât 


| |, tax 


<M, (vt e[c,d], (vlu e [a,b) şi limg(x,t)=0, uniform în raport cu 
x<b 


te [c,d]. Atunci integrala [f(x t)g(x,t)dx este uniform convergentă în raport cu 


te [c,d]. 


Demonstratie. Analog cu demonstrația teoremei 10.1.2. = 


Teorema 10.10. (Criteriul lui Abel). Fie f,g:[a,b)x [c,d] — R, f continuă, g 
monotonă în raport cu x pe [a,b), (v)telc,d] şi există M > 0 astfel încât 
| g(x, t)| <M, (v)x e [a,b), (v)t e [c,d]. 

Presupunem că integrala |, t)dx este uniform convergentă în raport cu 


t e [c,d]. 
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Atunci integrala [ft tax, t)ax este uniform convergentă în raport cu 
te [c,d]. 


œ arctg ax 


= dx, a >0 este convergentă 
0 x(1+x") 


Exemple. 1. Să se arate că integrala | 


şi să se calculeze. 


f » arctg ax 
Fie o= |, a 8020. 
Avem F(a) = |, f(x,a)dx, unde f(x, a) = ago l 


ax Q 


»% Q 
ua 7 en ŞI Í ——— dx este 


Cum |f(x,a)|< T 


convergentă rezultă, conform propoziției 10.1.2, că integrala |, fl, a)dx este 


convergentă. 


Evident avem T s i zz. Şi BEEE 
ða  (1+x")(1+a“x") oa 


(x >0, a > 0. 


Cum a este convergentă rezultă că ÎS xax converge 
0 1+x? 0 ĝa 


uniform pe [0, œ) în raport cu a > 0. Folosind teorema 10.6 funcția F este 
derivabilă şi 


d pe dx z 
F'(a)=f za (e), (Trx) ax) 


E a’ (A dx P dx )- T 
a?’ —1(%01+a2x? a’ 1+x°]) 2(a+1) 


de unde F(a) = zna +1)+C. 


Pentru a — 0 avem F(a) > 0, deci c = 0 și atunci F(a) = ana +1), (va >0. 


-3 
2. Să se calculeze integrala F(t)= f e 5% ax şi să se deducă apoi 
x 


3 
in? x 
dx. 


_res 
valoarea integralei |. 
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e” sin? x 


Avem F(t)= |, f(x, t)dx, unde f(x,t) = * pentru x>0 şit>0. 


Pc | 
-x SİN? X 


Se arată imediat că integralele |. e dx, ji Ž tax = -f e™ sin? xdx 


sunt uniform convergente pe (0,%) în raport cu te[0,œ) şi atunci F este derivabilă 
pe [0,%) şi F'(t)= -f e™ sin” xdx. 
Calculând ultima integrală obținem 


1 1 3 1 1 t 
„de unde F(t) = —arct 
4 t49 4 kgn 1° t) 12 93 


F'(t)= arctgt +c. 


AJo 


, t 3 
Cum limF(t)=0 deducem EA deci F(t rgi —-——arctgt+— şi 
um limF(t)=0 u 3 i F(t)= 12 I3 aae E şi 


= 3 
cs sin X 
atunci f, 


dx=2. 
3 


Probleme propuse 


1. Să se calculeze F'(t), unde Ft) = [> f(x-t,x+t)dx, iar f:R? >R este de 


clasă C pe R°. 


2. Să se calculeze următoarele integrale folosind derivarea sub integrală: 


E A 1+ y cos x 


a) | | dx , y € (-11) ; b) j, SO ax, |y]<1. 
0 cosx a-—ycosx 


x2N1 -x? 
3. Fie funcția e: [a,b] > R, continuă şi ọ:[a,bh] >R, 


e(t) =], P(x)sink(t — x)dx, unde k e R*. 


Să searatecă  ¢ọ'"'(t)+k°¢(t) = (t), (v t € [a,b]. 


4. Fie g: R > R, derivabilă, f : R —> R de două ori derivabilă şi 


2 2 
F(x,y) = Sli- ay)+ f(x +ay)] + at) dt, az 0. Atunci aa? aE =, 
y 


ôx’? 
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5. Să se calculeze următoarele integrale folosind derivarea sub integrală: 


1 
COSX 


a) |2In(cos? x + y? sin? x)dx,y >0 ; b) je In(1+ ycosx)dx,|y|<1; 


c) je arctoly sin») gy | d) [SIN ax; 
sin x o x 


) æ» COS aX — cos bx 
e Î, xX 


dx,a >0,b>0. 
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CAPITOLUL 11 


INTEGRALE CURBILINII 


11.1. Integrale curbilinii de speța întâi 


Definiţia 11.1.1. Se numeşte drum parametrizat (sau curbă parametrizată, 
arc de curbă parametrizat) în spațiul R? orice funcţie continuă y:[a,b] > R°, 
y(t) = (x(t), y(t).z(t)), te[a,b]. 

Punctele A(x(a), y(a),z(a)),B(x(b),y(b),z(b)) se numesc extremitățile curbei y. 
Pentru curba y vom mai folosi notația AB. 


Vom nota cu (y)=Imy= x(t), y(t), z(t)) < R° : t e [a, b]}, imaginea curbei y. 


zZ 


Fig.1 
Ecuațiile x = x(t),y = y(t),z = z(t) reprezintă ecuațiile parametrice ale curbei 
y Şi scriem 
x = x(t) 
(7):4y =y(t),t e [a,b] (11.1) 


z=z(t) 
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Dacă B = {i,j,k} este o bază ortonormată în reperul cartezian Oxyz, atunci 
curba y poate fi dată şi astfel 
(p):r =r(t),te [a,b] (11.2) 
unde  7(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k este vectorul de poziție al punctului 
M(x(t), y(t),z(t)). 
Reprezentarea (11.2) se numeşte ecuaţia vectorială parametrică a 
curbei y. 
Dacă z(t) = 0,(v)t e [a,b], curba y se numeşte curbă plană, deci 
ETO tela]. 
y=y(t) 
În ipotezele în care poate fi eliminat parametrul t obținem 
(y):F(x,y)=0, (x,y)eDcR?, forma implicită. 


Dacă pe D sunt îndeplinite ipotezele teoremei functiilor implicite rezultă: 


(y):y=y(x)) xeJcR, forma explicită. 
x = x(t) 
Fie (y):4y = y(t),t e [a,b], o curbă oarecare în spațiu. 
z = z(t) 


Definiţia 11.1.2. Curba y se numeşte netedă (sau regulată) dacă 
x,y,ze C'(la,b]) şi  x*(t)+y*(t)+z"(t)z0,(v)te[a,b], sau echivalent 
r'(t)z 0,(v)te[a,b]. 


Curba y se numeşte netedă pe porţiuni dacă este o reuniune finită de arce 


N 


netede, adică dacă (3)A,A,....,A, „e (y) astfel încât ÁA, AA., AB să fie 
netede. 
Curba y se numeşte simplă dacă funcţia t — r(t) este injectivă pe [a.b). 
Curba y se numeşte închisă dacă A =B, adică r(a)=r(b). 
Fie Ae% ([a,b]), A=(a=t, <t,<...<t, =b) şi 


A (x(t,),y(t,),z(t,)) e (y), k = 0,n, A, = A, A, =B , punctele corespunzătoare de pe 


curbă. 
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Punctele A,A,,...,A, B determină o linie poligonală ale cărei vârfuri sunt 


n-17 


situate pe (y). 


Lungimea acestei linii poligonale este 


La = È VEIK FO) Y z DY 


Definiţia 11.1.3. Curba y se numeşte rectificabilă (sau spunem că y are 
lungime) dacă mulțimea {L, : A e %([a,b])) este majorată. 


În acest caz numărul notat L(y)=supL, se numeşte lungimea curbei y. 
A 


Observaţie. În cazul curbelor plane această definiţie coincide cu definiţia 


7.3.5 dată pentru lungimea graficului unei funcţii f : [a.b] > R. 


Teorema 11.1.1. Fie y o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 


(11.1). Atunci curba y este rectificabilă şi 


Lp) = [Jeep ro rzoPat. (11.3) 


Demonstrație. Fie Ae([a,b]), A =(a=t, < t... < t, =b). 


Atunci L, = Sad) xtt DP Otv z 


Din teorema lui Lagrange aplicată funcţiilor x, y, z pe intervalul [t, „t,] 


rezultă că există &,,n,,r, et, „.t,) astfel încât: 


L =Y VKE 72) 22 (ct — te) 


k=1 
Cum x,y,z e C'([a,b]), funcţiile x',y',z' sunt continue pe [a,b], deci mărginite 


şi fie M > 0 astfel încât 


x' (t) <M, 


y (t| <M, 


z'(t) < M, (Y)t e [a,b]. 
Rezultă L, < 5 MĂâtt, —t,)= MV3(b-a), deci curba y este rectificabilă. 
KA 


Să arătăm în continuare (11.3). 
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Vom scrie L, astfel: 


L, = 5 x? (î,)+ y”? (t,)+ Z° (tet —tk-1)+ 


D (E) +y? (n) 2% (T) -4X (b) +y? (t) +z? te, —te)= 


= olt) +È NEI Y MIEZ E) 70) 970) 27 0) =) 


unde e:[a,b]—R, e(t)= x? (t)+y' (t)+ z (t) este o funcţie continuă pe [a,b]. 


Fie l= Ea (t)+ y2(t)+ z"? (t)dt. Vom avea 


IL, -I| < loloto) -|+| La -olo t) < lolo t) -I+ 


Ery e AA aa C E 


93 
k=1 


Folosind inegalitatea 


| Va +b? +c? zame 2 Ep |<ļa-m|+|b-n|+|c -p| (v)ab,c,mn,peR, 


obținem 


Z' (tK) -Z (tk NO ta). 


y'm) -y' (tk) |+ 
Fie s > 0. Cum ọ este continuă pe [a,b] este integrabilă şi atunci 


(3)5, >0astfel încât (v)A e([a,b]), A=(a=t,<t,<...<t,=b) cu JAJ<ă, şi 


(vk, elt_„t,], k=1n avem Joale- şi în particular, pentru c, =t,, 


k =1,n vom avea 
[aleto] (11.4) 

Cum x',y',z' sunt continue pe [a,b] rezultă că sunt uniform continue şi 
tef" 


atunci  (3)5,>0 astfel încât (y)tť',t''e[a,bþ] cu <5, avem 


€ 


6(b-a) 


E€ 


6(b-a)’ 


E€ 
cf a a 


; < 
6(b-a) 


z(t)-z(t”) (11.5) 


y(t)-ytt”) 


x (t)-—x'(t')|< 
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Fie 5, = min(5,,5,) şi AeSS([a,b]), A =(a =t, <t, <... < t, =b) cu |A]<5,. 


Evident avem |é, -t,|<]A]<s,, 


nt] <A] 


tk =t] < |A] < 8. k=1n şi 
folosind condiţiile (11.5) vom avea 


A (a) -z (t) it-ta) < 


x (8) (t) |+| y 


'(nk)- y' (t) |+ Z 


i (11.6) 
€ € € E 
: ai teb-a) it taa 
Folosind (11.4) şi (11.5) obținem 
|L, -1|< £ (7)A e S([a,b]) cu |A]< 5,, deci 
L(y) =1= f? VX? +y? (t) +z? (dt. . 


Exemplu. Să se calculeze lungimea arcului de elice 


x=acost 
(y):4 y =asint ,t e [0,27], unde a > 0 
Zz=t 


Vom avea 
L(y) = e 2 (t)+y2(t)+z2 (tdt = [i Va? sin? t +a? cos? t+1dt = 
m Ja? +1dt = 2rya? +1. 


Observatie. Fie y o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice (11.1). 


Dacă M(x(t),y(t),z(t)) e (7) cu te[a,b] este un punct arbitrar de pe curba y şi 
notăm cu s(t) = L(ÁN), conform teoremei 11.1.1, 
s(t)= f x? (1)+ y? (1)+ z? (ode 


Să observăm că funcția s este crescătoare, derivabilă cu derivata continuă 


pe [a,b] şi s'(t)= 4x° (t)+y"° (t)+z”° (t), (v)t e [a,b], de unde 


ds = Jx’? (t)+y°(t)+z°(t)dt, care se mai numeşte şi element de arc. 
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Vom defini în continuare integrala curbilinie de speța întâi sau în raport cu 
arcul. 


Fie y o curbă rectificabilă dată prin ecuațiile parametrice (11.1). 


Fie funcţia f:D-—R, unde D c R° astfel încât (y)cD. 


Fie Aes([a,b]), A=(a=ty<t,<...<t,=b) şi A,(x(t),y(t z(t,)),k=0,n, 


A=A, B=A,, punctele corespunzătoare de pe curba y. 


~ 


Fie s, =L(AAkx),k =0,n, numită şi coordonata curbilinie a punctului A,. Să 


observăm că s, = L(AB) =L(y)=L,s,=0. 


Fie M, (ap BoY) EA Ank =n, unde a, = x(8,),B, =Y(6k); Yk =zZ(8), cu 


i e [st ],k =1,. 


Fie c, =L(AM),k =1,n, coordonata curbilinie a lui M,. Astfel un punct 


oarecare M, eA, A, poate fi precizat fie prin coordonata sa curbilinie o,, fie 


prin coordonatele carteziene a., Bk Yp- 


Evident avem o, € [s, „s,]l,k=1n. 
Pentru diviziunea A=(a=t, <t, <...<t, =b) a intervalului [a,b] obținem o 


diviziune A, =(0=s, < S; <...<s, = L) a intervalului [0,L]. 
Considerăm suma o,(f,M,)= > f(M,)(s, -s,.), numită sumă integrală 
k=1 


curbilinie a funcţiei f corespunzătoare diviziunii A, şi punctelor intermediare M, 


(prin f(M,) înţelegemf(a,,B,,,)). 


Definiţia 11.1.4. Funcţia f este integrabilă pe y dacă (a)leR astfel încât 


(v)e >0,(3), >0 astfel încât (v)esi(lab], A=(a=t <t,<..<t,=b) cu 


lA]< 5, şi (V)M, eA,A,, unde A,(x(t, ),y(t,),z(t,)),k = în avem jo,(f,M)-I|<e. 
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Observaţie. Ca şi în cazul integralelor definite (capitolul 7) se arată că 
numărul real | din definiţie, în ipoteza că există, este unic şi prin definiţie | se 
numeşte integrala curbilinie de speța întâi a funcţiei f pe curba y şi se 
notează: 

I= [fâx,y,z)ds (sau ff(x,y,z)ds, ffds) 
Y Pa Y 


Să observăm că |f(x,y,z)ds = limo, (f,M,). 


Y 


Proprietăți ale integralei curbilinii de speța întâi 


Pornind de la proprietățile integralei Riemann, se obțin cu uşurinţă 
următoarele proprietăți ale integralei curbilinii de speța întâi. 
1. Dacă f şi g sunt integrabile pe y şi a,B eR atunci af +ßg este integrabilă 
pe y şi 
f (af +Bg)ds = af fds +6 f gds 
Y Y 


Y 
2. Fie (y) = AB ŞI Ce AB. Dacă feste integrabilă pe AC şi pe “CB atunci f 
este integrabilă pe AB şi ffds=ffds+ ffas. 
“AB AG œ 


3. Dacă f este integrabilă pe y şi f>0 atunci ffds>0 . 


Consecinţă. Dacă f, g sunt integrabile pe y şi f < g atunci [fas < | gas. 


Y Y 
Vom da în continuare o formulă de calcul al integralelor curbilinii de speța 


întâi. 


Teorema 11.1.2. Fie y o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 
(11.1) şi fie f: D>R, continuă, unde Dc R? astfel încât (y) c D. 


Atunci funcţia f este integrabilă pe y şi 
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ffxy,z)ds= f “(x(t), y(t), y(x? (t) + y" (t) +z? (t) dt. 


Demonstrație. Fie l= | EXC), y(t), z(t) X" (t) +y? (t)+z"° (t)dt, 
AeSi([a,b]), A=(a=t, <t, <- <t, =b), & elt pt], k=1n, 


A (x(t) y(t), z(t, )), k =0,n, M, XE) YE DZE) AGA, k=Tn, 
sk= L(AA)). 


Avem o, (f,M,) = XEXE) YE) ZENS, —s,). 


k=1 


Cum functiile x’, y’, z sunt continue, din teorema de medie (aJ, e|t, „t,], 


k =1,n astfel încât 


S-S = |, 7 (0)? (6)+22(6)6= 
= JX? (m) +y? (Mm) +Z? (m) (te — ta). 


Fie q: [a,bÞ]>R, e(t)= f(x(t),y(t),z(t)), care evident este o funcţie continuă. 


Vom avea 


o,(f,M,)= XE We (nk) + y”? (nk) + Za (nk) (tk -tk1)= 


=Y at)? EIE EIZ EN -tat (11.7) 


+ > AEO Nm) y Az m) Ab ENV ENZ EAN a) 

Prima sumă din ultimul membru al egalităților (11.7) reprezintă o sumă 
Riemann corespunzătoare funcţiei GKH, diviziunii A şi punctelor 
intermediare & q. 

Cum functia X ya este continuă, va fi integrabilă pe [a,b] şi 


— 0 va rezulta că 


atunci, dacă A-ed([a,b]) este un şir de diviziuni cu |A, 


lim o4 (f0 = lim Î EDX? (ED +y” (E) +" ED (t-ta) =. 


Folosind uniform continuitatea funcţiei qyx'”+y”+z” va rezulta că a 


>00. 


doua sumă din ultimul membru al egalităţilor (11.7) are limita O pentru |A, 
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În concluzie, dacă Ane %([a,b]) cu |A, 


— 0 rezultă că limo, (f,M,)=1, deci 
n= n 


f este integrabilă pe y şi 


[fâx,y,zhis=1= f PECE), y(t), z(t) x? (t)+ y'2(t)+ z"? (t)dt a 
Observaţie. În cazul curbelor plane (y): | i pu t e [a,b] vom avea 


ff y)ds = [fox (9 +y” (0 at 


iar în cazul unei reprezentări explicite (y): y = y(x), x e [a,ß], 


[f(x,y)ds = f ty) 1+ y'2 (x) dx. 


Exemple. 1. Să se calculeze integrala 
x=acost 

ds, unde (y):4y =asint ,t e [0,7]. 
z=bt 


1 
V a 
PE 


Să observăm că ipotezele teoremei 11.1.2 sunt îndeplinite şi atunci 


n 1 
l= Ja? sin? t+a? cos? t+b? dt = 
Í, a? cos? t+ a? sin? t +b°t? 
z 1 la2 2 tl? 
+b? | ~z dt = rab arctg? = 
ca +b't ab a | 


2. Să se calculeze integrala 


2 2 
I= fxyds, unde M:t x>0, y>0,iarab>0,azb. 
d a 


Curba (y) este un arc de elipsă care se scrie parametric astfel: 
x = acost 


(y): =] şi atunci: 


= bsint, te|0,— 
y e| : 
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I= |?absintcost.Ja? sin? t +b? cos? tdt = 


-2P fë sinat la: 1580821 , pe 1t cos21 dt- 
2-0 2 2 


2 


T 2 2 2 
= 25 isnat P A oke a je 
2 0 2 2 
[i 1 


afp2_ a2 2 h2 Fi a2 2 R2\Z 
ES. fe D A osae e ||P a goga E |at- 
2? -a°) 2| 2 2 2 


2 2 2 2N2 |n 
prca cos2t+ 4 04| | 
ab 2 2 


2lp2-a2) 3 - 
2 o 
3 3 
> ab _bî-a a+b’ a bf -af af +bf a N 
3(a? - b? 2 2 2 2 


____ab (a: -p9)- EPE tabni) 


Aplicaţii ale integralei curbilinii de speța întâi 
1. Lungimea unei curbe rectificabile 


În definiţia integralei curbilinii de speța întâi, luând f(x,y,z)=1 obţinem 
o,(f,M,)= Sis, -s,.1)=L(w), de unde prin trecere la limită cu |A|—0 


k=1 


obținem L(y)= fds. 


2. Aplicații mecanice 


Considerăm un fir material de grosime neglijabilă, care este imaginea unei 
curbe netede y din R?. Considerăm firul neomogen, la care densitatea 


u = (x,y,z) > 0 este o funcție continuă de coordonatele punctului de pe curbă. 
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Din considerente de mecanică se poate arăta că masa M şi coordonatele 


centrului de greutate G(xc,ye,ze) sunt date de 


1 
M= fu(x,y,z)ds, Xe = |*hbey.zhas, 


1 1 
Ye = gf Yhbeyz)as; ze = fz. y,z)ds. 
Y Y 
Momentele de inerție ale firului y față de planele de coordonate, axe şi 


respectiv pol vor fi date de 


o = [zex y,z)ds, Lo = | x?ubx,y,z)as, Loz = [Y?ulx,y,z)as, 


selv + z2)ulx,y,z)as, |, [be +22) u( (x,y,z)ds, 


Y Y 


Sai (Xe + y2)ulx,y,z)as, lo a +y? +22)ulx,y,z)as. 


Y Y 


11.2. Integrale curbilinii de speța a doua (sau în raport cu 


coordonatele) 


x = x(t) 
Fie (y)= ÁB: 4y = y(t), t e [a,b], (11.8) 
z=z(t) 


o curbă simplă, rectificabilă, de extremități A(x(a),y(a),z(a)) şi B(x(b),y(b),z(b)). 
Fie F:D-—V, o funcţie vectorială de componente P,Q,R: D — R, unde 
D c R? astfel încât (y)c D. 


Presupunem că F este mărginită pe D, adică P,Q,R sunt mărginite pe D. 


Fie A es([a,b]), A=(a=t, <t, <---<t, =b) şi punctele corespunzătoare 
de pe curbă A, (x,y,z, ), k=0,n, Ao = A, An = B, unde x, =x(t,), y, =vytt,), 


z, =z(t,), k=0,n. 


Fie M, (a Bo Yi) E€ AA k=1,n unde Ak = x(6,), Pyle), Yk sa), 


Ek S lert 
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Considerăm suma 


cu[F.M)= > [PM (x, -x1 + AM) y- yka) R(M)(z za], 


numită sumă integrală curbilinie a funcției F corespunzătoare diviziunii A şi 


punctelor intermediare M ņ. 


Definiția 11.2.1. Funcţia F este integrabilă pe curba y dacă (3)leR astfel 
încât (v)e>0, (3)8, >0 astfel încât (v)A es([ab]), A=(a=t, <t, <- <t, =b), 
PIN SP 
cu |A|< 5, şi (v)M, e AA, unde A,(x(t,), y(t,),z(t,)), k = n avem 


lo (Fm) I| <e. 


Observatie. Se arată ca şi în cazul integralei definite (capitolul 7) că 
numărul real | din definiție, în ipoteză că există, este unic şi prin definiţie | se 
numeşte integrala curbilinie de speța a doua a funcției F pe curba y şi se 
notează: 

I= [P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz (sau [Pdx+ Qdy +Rdz) 

Y y 


Să observăm că |= lim, o,(F, M,). 
Al— 


Dacă r=xi+yj+zk este vectorul de poziţie al punctului curent M (x,y,z) 


din spaţiu şi dr = dx i + dyj + dzk atunci I= [F(x,y,z)ar (sau ffa). 


Observatii. 1. Din punct de vedere fizic | reprezintă lucrul mecanic 


efectuat de forța variabilă F de-a lungul arcului AB. Astfel [F(x,y,z)dr se mai 


Y 
numeşte circulaţia vectorului F de-a lungul arcului AB. 
2. Dacă curba y este închisă, adică A = B atunci y se mai numeşte contur şi 


integrala se mai notează 
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3. Un punct M(x(t)y(t)z(t))e (y) parcurge curba y într-un sens pe care îl 
numim direct atunci când t parcurge continuu intervalul [a,b] de la a la b. 

Când t parcurge intervalul [a,b] de la b la a, punctul corespunzător M 
parcurge y în sens invers. 

O curbă y împreună cu unul din sensurile de parcurgere se numeşte curbă 
orientată. 

Curba y împreună cu sensul direct de parcurgere se notează cu y, şi în 
mod asemănător se defineşte y_. 

Dacă y= AB scriem y, = ÁB, y -BĂ. 

În plan se consideră de obicei sensul direct cel trigonometric. 


Din definiţie se observă că, dacă se schimbă sensul de parcurs pe arcul 


N 
AB atunci diferenţele x, —x, ,, Yk ~ Yk Zk —Z, + Îşi schimbă semnul deci: 


[F(x y,z)dr = - | F(x, y, z)dr. 


AB BA 


Alte proprietăți ale integralei curbilinii de speța a doua care se obțin cu 
uşurinţă pornind de la proprietăţile integralei Riemann sunt date de 


Propoziția 11.2.1. 
i) Dacă F,G sunt integrabile pe y şi a, B e R atunci aF+PG este 
integrabilă pe y şi 
[oF + pBE)ar = a [Fdr-+p | Gai: 
ii) Dacă Ce AB şi F este integrabilă pe arcele AC şi pe CB atunci F 


este integrabilă pe AB şi 


Far = [Far+ Far. 
| r 1 e r 


- 235 - 
Vom da în continuare o formulă de calcul pentru integralele curbilinii de 


speța a doua. 
Teorema 11.2.1. Fie y o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 


(11.8) şi fie F :D > V,, F = (P,Q,R), continuă, unde D c R° astfel încât (y) c D. 


Atunci funcția F este integrabilă pe y şi 


[P(x, y,z)dx + Q(x, y,z)dy + R(x, y,z)dz = 


= J Poze (E) + allt), yl) zy’ E) + REG) vo z6) (olt. 
Demonstratie. Notăm cu | integrala din membrul drept şi fie A e®%([a,b]), 
A=(a=t, <t <- <t, =b), c, elit], k=1n, 
M, (x(c, yle, )z(c,))e ÁGA., unde A, (xo YuZ), 


Xk =x(t,), Yk = y(t) Zk =z(t,) k=0,n. 


Vom avea 


n 


GA F M, ) = PM, ) (x = Xk-1)+ QM, ) (Yx E Yk-1)+ RM, ) Z, N Z) ] 


KoT 
Cum y este netedă, funcțiile x, y, z sunt de clasă C! pe [a,b] şi din teorema 
lui Lagrange (3) &,,n,,r, € (tot } k=1n astfel încât 
Xe = Xea = X(t xl) X Ete- tra) 
Yk Ya = Yt) -ylta) = Y M) — te-a) 
z, -Z1 = Z(t, )- z(t) = Z (tht, 4). 


Obţinem astfel 


s,[F.M,)= > Pele yle )ze)x E)+ 


k=1 


Scriem o,ẸF,M,) astfel 


+ Qlx(e,)y(e,)z(c.))(y' (n)-y'(c,))-+ 
+ Rix(e, ) y(c, ) z(c, )) (z (7 ) =z G )) Ite — na ) 


şi demonstraţia se continuă în mod asemănător cu demonstraţia teoremei 11.1.2. 


Exemple. 1. Să se calculeze circulaţia vectorului 
v=(2x-—y)+zj+(x+3zhk de-a lungul arcului de elice 


x =acost 
(y):4y =asint , te[0,n],undeaeR. 
z=at 


Vom avea: fvdr = [f(2x-y)dx + zdy + (x +3z)dz = 


Y Y 


=f [(2a cos t-asin t-a sint)+ata cos t+ (a cost + 3a t)aļdt = 


= až | ¥{-2sintcost+sin? t+tcost+cost+3t)at = (3r? + n-4) 


2. Să se calculeze integrala 


I= [N1-x*dx + xdy, unde (y): x? + y'= 1, y > 0, este parcursă în sens direct. 
Y 


x= cost 


Scriem curba y sub forma parametrică ; 
alia cca i că (+) pepe te [0,n] 


Vom avea 
l= [Ni -cos (sint) + cost(cost)at = 


= INS sin? t+ cos tat = | cos2t dt=0 
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Integrale curbilinii independente de drum 


Fie integrala [P(x,y)dx +Q(x, y)dy, (11.9) 
AB 


unde y =ÁB este curbă simplă, netedă, P,Q: D > R, continue, D c Rê, deschisă 
astfel încât (y) c D. 
Ne propunem să găsim condițiile în care integrala (11.9) nu depinde de 


drum, adică să nu depindă de y, ci numai de extremitățile A şi B ale curbei. 


Teorema 11.2.2. Condiţia necesară şi suficientă ca integrala (11.9) să nu 
depindă de drum în D este ca să existe o funcţie F: D > R, diferenţiabilă pe D 
astfel încât dF(x,y)= P(x,y)dx + Q(x,y)ay, (v)(x,y)eD. 

În acest caz expresia diferenţială P(x,y)dx+Q(x,y)dy se numeşte 


diferenţială totală exactă iar F primitivă a expresiei diferenţiale. 


Demonstraţie. 
Suficienţa. Presupunem că există F: D-— R, diferenţiabilă pe D astfel 
încât dF(x,y)= P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (v)(x,y)eD. 
x = x(t) 


FIE (o): + = y(t), te [a,b 


unde x4 = x(a), y4 = y(a), x2 = x(b), y2 = y(b). 


| de extremități A(x4,y2), B(x2,y2), 


Vom avea 
[P(x y)dx + Q(x, y)dy = | Pt) yt)x t) + axt) y)y' Oat = 


= b d 


„a FAO) v()at= Fay, )- Fly) 


Necesitatea. Presupunem că integrala (11.9) este independentă de drum. 


Fie A(x0,yo) e D, fixat şi M(x,y) e D arbitrar. 
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Mix+h, y) 


Fig.2 


Definim funcţia F: D — R astfel F(x,y)= [P(x y)dx +Q(x, y)dy, (v)(xy)eD. 


AM 
Fie he R cu |h| suficient de mic astfel încât M'(x+h,y)eD (acest lucru este 


posibil deoarece D este deschisă). 
Folosind teorema de medie de la integrala Riemann, există 0e(0,1) astfel 
încât 


F(x +h,y)-F(x,y)= [ P(x, y)dx + Q(x, y)dy — [ P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 


AM' AM 


= |P(x,y)dx+Q(x, y)dy = ia P(t, y)dt = hP(x + h, y). 


MM' 


Astfel, pentru hz0 vom avea 


Fox hy)= Fly) > P(x să eh,y) > P(x,y), pentru h—0, deci Oky) = P(x,y) 


Analog OE ky) = aky) şi atunci F este diferenţiabilă în (x,y) şi 
y 


dF (x,y) = P(x,y)dx+Q(x,y)dy. m 
Observaţie. O integrală independentă de drum [P(x,y)dx + Q(x,y)dy se 


mai notează şi astfel [Pb y)ax+ ab y)dy, unde A(x1,y1), B(X2,Y2) sunt 


1.94) 


extremităţile curbei. 
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Consecințe: 


1. Dacă integrala |P(x,y)dx + Q(x,y)dy este independentă de drum atunci 


Y 


(3) F: D >R, diferențiabilă pe D astfel încât dF(x,y)=P(x,y)dx + Q(x, y)dy, 
(v)x,y)e D, adică — =P, — =Q, în D. 
x 


ôP 027 æQ ôF 


În plus, dacă P, Q €C (D) atunci FeC2(D) şi cum — = l = , 
p De SEDIS Oy  0XO0y Ox yX 


folosind teorema lui Schwarz rezultă 


E 0 (11.10) 

Oy 0X 
Dacă D este un interval bidimensional (adică D=lxJ, unde 1,JcR sunt 
intervale) sau mai general, D domeniu simplu conex atunci (11.10) reprezintă o 
condiţie necesară şi suficientă ca integrala (11.9) şi să fie independentă de drum. 


2. Dacă integrala (11.9) este independentă de drum şi y este o curbă 


simplă, netedă, închisă atunci $P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0. 


Y 


Într-adevăr, fie A,Be(y) şi m, n ca în figură: 


Fig.3 


Vom avea: 


fP(x, y)dx + Q(x, y)dy = IP y)dx + Q(x,y)dy + PE y)dx + Q(x, y)dy = 


å IP y)dx + Q(x,y)dy — IP y)dx + Q(x, y)dy =0 
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Observatie. Se arată că, dacă integrala (11.9) este nulă pe orice curbă 


închisă situată în D atunci ea este independentă de drum. 


Calculul integralelor curbilinii independente de drum 


Presupunem că integrala I= [P(x,y)dx + Qlx,y)dy este independentă de 


Y 


drum, unde ('/)= ÁB , A(x4,y1), B(x2,y2), P,Q: D > R, continue, D c R?, (y) c D. 


Presupunem că [AC], [|CB]c D , unde C are coordonatele C(x2,y1). 


Fig. 4 


~ x=t Pai X = X> È . 
Vom avea AC: „telx,x,], CB: isi te [y,,y.] şi atunci 
y= 


1 


l= | P(x, y)dx +Q(x, y)dy + f P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 


AC CB 


3 f Plt yet T f al, tat, deci 


[Pl y)ax + alx, y)dy = |" Plt y,)dt+ f” Qlxa,t)dt. 


(x1:Y1) 


Rezultă că o primitivă a expresiei diferențiale P(x, y)dx + Q(x, y)dy este 


F(x,y)= (k P(t, y, )dt E Q(x,t)dt, unde M, (x, Y,)€D este un punct fixat. 


+ Dă 


Observaţie. Rezultatele obţinute până acum în cazul bidimensional se 
extind în cazul tridimensional astfel: 

Dacă P,Q,R e C'(D), unde D c R° este un domeniu simplu conex, (y) < D, 
curbă netedă, simplă atunci o condiţie necesară şi suficientă ca integrala 


[P(x,y,z)dx + Q(x, y,z)dy +R(x,y,z)dz să fie independentă de drum este 


Y 
ca 


OP ðQ 3Q ôR ôR ôP 
Oy x` z Oy Ox z 


„în D. 


Exemplu. Fie y o curbă plană simplă, netedă. Să se arate că integrala 


|(2xy + y? )dx + (x? + 2xy)dy este independentă de drum şi să se determine o 


Y 
primitivă a expresiei de sub integrală. 
Avem P(x,y)= 2xy+y7, Q(x,y)= x2+2xy, P,QeC'(R2), 


ZA 2+2, deci integrala dată este independentă de drum şi atunci 
y xX 


există F: R? R, diferențjabilă cu dF(x,y)= (2xy + y? )dx + (x? + 2xy )dy . 
Funcția F se determină prin 


F(x y)= [e P y)dx+ a(x y)dy = | P(ty,)dt+ f” atat, 


(xXo-Yo) 


unde (x,,y,)€ R? este un punct fixat. Luând (Xo,yYo)=(0,0) obținem: 
9) (0) i 


F(x,y)= |.P(t.0)at + jak, t)dt = fo dt + |. + 2xthat = x2y + xy? 


Probleme propuse 


1. Să se calculeze: 


a) [xds, unde (y): y =Inx, x e[12]; 


Y 


b) [x*yds, unde (y):|x]+|y]=1: 
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x =] | 
pa iii 


d) | xyzas, unde (y)= [AB], A(2,1,-1}B(3,0,2); 


c) |xyds, unde o: 


e) |+/2y?+z? ds, unde (y): x? +y? +z? =a°, x=y. 
Y 


2. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate G al firului material 


omogen 


(y): i _ e F te [0,27], a>0. 


3. Să se calculeze 


a) pI unde (y): x? +y? = a? şi este parcursă în sens direct; 
y X y 
x = acosbcost 
b) [ydx+zdy+xdz, unde (y):'y =acosbsint, te [0,2z[; 
i z=asinb 
c) f(x -y)dx-ydy, unde y este frontiera mulţimii din R? mărginită de 
Y 


curbele de ecuații y = x°, y? =x şi parcursă în sens invers acelor de ceasornic ; 


d) fxdy+ydz+zdx, unde y este curba obținută prin intersecția suprafeței 


Y 
sferice de ecuație x° +y*+z* =a” cu planele de coordonate, situată în primul 


octant şi parcursă în sens direct. 


e” 


2x1- e”) _ 
ja 


4. Fie P,Q: R*=R, P(x,y)= 7, Qlx,y) 
(1 +X ) 


Să se arate că (3)F:R?—R, diferențiabilă pe R? astfel încât 


dF(x,y)= P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (v)x,y)e R? şi să se determine F. 


02032 


ny2 
22) 2xy dx + (1-x°)dy şi să se determine o primitivă a 


5. Să se calculeze f Ser 
-x° f +y 


expresiei de sub integrală. 
. 3 2 PE of: of- 
6. Fie f: D—R,feC“(D), unde DcR: şi fie v = grad f = —i + ~j. 
ôx ôy 
Să se arate că, dacă y este o curbă simplă netedă astfel încât (y) < D 


atunci fvdr=0. 


y 


7. Fie y o curbă simplă, închisă, netedă sau netedă pe porțiuni ce limitează 


un domeniu D. Atunci D are arie şi Aria D =S fxdy -ydx. 
Y 
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CAPITOLUL 12 


INTEGRALE MULTIPLE 


12.1. Integrale duble 


Fie f :D—>R o funcţie mărginită, unde D c R? este un domeniu compact cu 
frontiera y= FrD, o curbă pe care o considerăm simplă, închisă, netedă sau 
netedă pe porțiuni. 

Dacă presupunem f > 0 atunci graficul său 

T; ={(x,y,z)eR? : (x,y)eD, z = f(xy)}} este o suprafață > situată deasupra 
planului xOy şi proiecția ortogonală a ei pe planul xOy este domeniul D. Ne 
propunem să determinăm volumul cilindrului care se sprijină pe D, are 


generatoarele paralele cu axa Oz şi este limitat superior de suprafața >. 


Definiția 12.1.1. Fie A c R?. Definim d(A) = sup d(P4,P2), numit şi 


P; P3 €A 


diametrul mulțimii A, unde d(P4,P2) reprezintă distanța dintre punctele P4 şi P2. 


Definiţa 12.1.2. Spunem că A = ( D,, D,,...,D,) este o diviziune a domeniului 
D dacă D+,D»,..., Da sunt domenii compacte fără puncte interioare comune astfel 
încât D = UD, şi yk = FrD,, k = 1,n, este o curbă simplă, închisă, netedă sau 
netedă pe porțiuni. 

Vom nota cu S5(D) mulţimea tuturor diviziunilor lui D şi pentru Ae ®%(D), 


A = (D4,D2,...,Dn), vom nota cu |A | = max a(D,), norma diviziunii A. 


JIA 


Fie P(&,n,)eD,„,k=1n şi o, (f,P,)= Xf(P, )ariaDi, numită sumă 
k=1 


integrală dublă a funcţiei f, corespunzătoare diviziunii A şi punctelor P,. 


Să observăm că D, are arie, cum y, =FrD, este o curbă simplă, închisă, 


netedă sau netedă pe porțiuni. 


Fie mk = inf f, M, = supf, k =1,n şi 
k Dk 


s,(f)= >. m,ariaD,, S,(f)=} M, ariaD,, sumele Darboux inferioară, şi 
k=1 k=1 
respectiv superioară a funcției f corespunzătoare diviziunii A. 

Să observăm că s, (f) < o,(f,P.)< s,(f), (ve 5 (D), A =(D4, D2, ...,Dn) şi 
(vV) Pk Eon) e Dk =1,n. 

Dacă f > 0 suma o,(f, Pk) reprezintă volumul corpului obținut prin 
reuniunea a n cilindri având ca baze pe D4,D2,...,Dn, generatoarele paralele cu 
axa Oz şi înălțimile egale, respectiv, cu f(P1), î(P2), ....f(Pn). 

Volumul astfel obținut aproximează volumul cilindrului din introducere. 

Sumele Darboux s,(f), S,(f) aproximează prin lipsă şi respectiv prin 


adaus volumul cilindrului. 


Definiţia 12.1.3. Funcţia f este integrabilă pe D dacă (3)leR cu 
proprietatea Y £>0, (3)5, >0 astfel încat (v)AeS5(D), A=(A,„,A,,...„A,), cu 


IA] < 5. şi (v) P.& n,)eD, k=1n avem |o,(6,P)-1|<e. 
Ca şi în cazul integralei definite se arată că numărul real | din definiţie, în 


ipoteza că există, este unic şi prin definiţie | se numeşte integrala dublă a funcţiei 


f pe D şi se notează |= [|f(x,y)dx dy (sau fff dx a) 
D D 
Ja|)-o 


Să observăm că  ||f(x,y)dxdy= lim o,(f,P,). 
D 


Observaţie. Din definiţie rezultă că funcţia f este integrabilă pe D dacă şi 
numai dacă (Y)Ane% (D), A, = (D?,D3,...,D} ) cu |A,|—oşi 


046 
(v) Po(en,m)e D}, k=1p, şirurile lo, (f,Pr)) sunt convergente către o aceeaşi 
limită. 

Observaţie. Dacă f este integrabilă pe D şi f >0 atunci | f f(x, y)dx dy 


reprezintă volumul cilindrului care se sprijină pe D, are generatoarele paralele cu 
axa Oz şi este limitat superior de suprafaţa de ecuaţie z = f(x,y). 


Criterii de integrabilitate 


Teorema 12.1.1. (Criteriul lui Darboux). Fie f :D cR? >R, mărginită. 
Atunci funcția f este integrabilă pe D dacă şi numai dacă (v)s >0, (3) 8, >0 
astfel încât (y) Aes5(D) cu |A|< 5, avem Sa(f)— sa(f) < e. 


Demonstrație. Necesitatea. Presupunem că f este integrabilă pe D şi fie 
I= [[f(x,y)axay şie>0. 
D 


Conform definiţiei (3) 5, > 0 astfel încât (v)Ae (D), A = (D1,D2,...,Dn) cu 


JA] < 5, şi (Y)P. (6o n) € Dok = n avem |o,(f,P,)-1| a sau echivalent 


I-a < s4(f,P)< +a (12.1) 


Trecând în inegalităţile (12.1) la infimum şi apoi la supremum după P.eD,, 
k e 1n şi folosind următoarele relații dintre sumele Riemann şi Darboux: 


Sa(f) = inf {0,(f,P,):P, eDk=3%n!, Salf) = sup {o,(f,P,):P, € Duk = Tn }, obţinem 


€ € z ; € € 
|—-—< s (f)<1+-— şi respectiv |—--—< S (f)<1+-—, de unde 
E a(f) tz SHIORPOCUV Il 3 a(f) ir: u 


Salf) — salf) < s < e, (Y)Ae S(D) cu JA ||< 5.. 


Suficiența. Fie | = sup{s,(f):A e%(D}, 1 = {inf S,(f): A e S(D}. Evident 


avem s,(f)< I < I <S, (f), (v)Ae %(D). (12.2) 


DAT: 
Fie £ > 0. Conform ipotezei (3)5, > 0 astfel încât (v)Ae S5(D) cu |A|=< 5, 


avem Sa(f) — sa(f) < £ şi folosind (12.2) rezultă 0 < | - | < Sa(f) — sa(f) < £ , adică 
O< | - l <E. 
Cum e > 0 este arbitrar rezultă | =1. Fie 1=1 =1. Avem Sa(f) < I < Sa(f) şi 


Sa(f) < o,(f,P,) < Saff), (v)Ae (D), A = (D4,D2... Dn) şi P€ n )eDok=1n, 
de unde sa(f) — S4(f) < olf, P )-I < Sa(f) — sa(f), sau | s,(f,P.)-I | < Sa(f) — sa(f). 
Dacă |A |< 5,, rezultă Sa(f) — sa(f) < e şi atunci | o,(f,P,)-I| < €, 


(V)P, (éon) € Dek = 1n, adică funcţia f este integrabilă pe D şi ff f(x, y)dxdy = 1. 
D 


E 

Observație. | se numeşte integrala Darboux inferioară iar 1 integrala 
Darboux superioară. Din teorema 12.1.1 rezultă că o functie mărginită 

f:DcR2—R este integrabilă pe D dacă şi numai dacă integralele Darboux 


corespunzătoare, | şi |, sunt egale. Valoarea comună a celor două integrale 


| = 1 =1 se numeşte integrala lui f pe D. 


Teorema 12.1.2. Orice funcţie f : D — R, continuă pe compactul D c R 
este integrabilă pe D. 
Demonstratie. Fie £ > 0. Cum f este continuă pe compactul D, din 


teorema lui Cantor este uniform continuă şi atunci (3), > 0 astfel încât 


(Vy), by”) e D cu (e, y)-(e,y)| = le +) <8, , avem 


E€ 


fly) fly”) JD 


< 


Fie Ae%(D), A=(D4,D3,...,Dn) cu |A |< 8,. 


Cum f este continuă şi Dą compactă, k =1,n, alenn )e D.. (em )e D,, 


k =1,n astfel încât 


m, = inf f < feai: M, = supf z fnn), k=1n. 
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Deoarece | (en )- (em) |<d(D,)<|a|<s,, (Y)k =1n va rezulta că 


£_ şiatunci Sa(f)— sa(f) = Y(M, —m, JariaD, = 
aria D ko 


|Een) férn)| < 


= 


€ 
ariaD 


=> leini )- (em, arian, < DX ariaD, =£, deci 
k=1 k=1 


Sa(f) — Sa(f) < € şi conform teoremei 12.1.1 funcţia f este integrabilă pe D. E 


Proprietăți ale integralei duble 


Folosind definiția integrabilității în cazul integralelor duble şi raționând 
analog ca la integrala definită se pot demonstra următoarele proprietăți: 


1. Dacă f,g sunt integrabile pe D şi a,BeR atunci af + Bg este integrabilă 
pe D şi ff (af + Bg)(x, y)dx dy = a |f f(x, y)dx dy + Bff g(x, y)dx dy 
D D D 
(proprietatea de liniaritate). 
2. Dacă D = D, aD, unde D4, D= sunt domenii compacte fără puncte 


interioare comune şi f este integrabilă pe D4 şi pe D2 atunci f este integrabilă 


pe D şi ffi y)dx dy = ff f(x, y)dx dy + [f f(x y)dx dy 


(proprietatea de aditivitate). 


3. Dacă f este integrabilă pe D şi f > 0 atunci 


ff f(x, y)dx dy > 0. 


4. Dacă f şi g sunt integrabile pe D şi f < g atunci 
[[f.y)dxay < ffg(x,y)dxdy (proprietatea de monotonie). 
D D 


5. Dacă f este integrabilă pe D atunci |f| este integrabilă pe D şi 


f f f(x, y)dx dy 


<ff | f(x, y)| dx dy. 


2240; 


6. Dacă f este integrabilă pe D, m = inf f, M = supf atunci 
D 
m ariaD < ff f(x, y)dx dy < M aria D. 
D 


7. Dacă D este un domeniu compact din R?cu (y) = FrD, curbă simplă, 
netedă, sau netedă pe porțiuni atunci 


aria D = ff dx dy. 
D 


8. Dacă f este continuă pe D atunci există un punct (¢, n) e D astfel încât 


[[f(.y)dxay = f(&m) aria D (formula de medie). 


Calculul integralei duble 


Considerăm mai întâi cazul în care D este un interval bidimensional, adică 
D = 1xJ, unde I=|a,b], J= [c,d]. 


Teorema 12.1.3. Fie f:[ļa,b]x|c,d] >R mărginită şi integrabilă pe 
[a,b]x [c,d] astfel încât 
i) (v)x e [a,b] există integrala F(x) = | “t(x y)dy; 
ii) F este integrabilă pe [a,b]. 
Atunci [ffx y)dx dx = [.F()ax = FIt y)ay ax. 
5 


Demonstraţie. Fie A' e  ([a,b]), A'=(a=x,<x,<...<x,=b ) şi 
A e Ø ([c,d]), A” = (Cc = yo < Y1 <...< Ym= d). 
Cu ajutorul diviziunilor A şi A” definim o diviziune A a intervalului 


bidimensional D = [a,b] x [c,d] în intervale bidimensionale de forma: 


D; = [Xi-1,Xi] X [yj-1y;j], i= 1n,j=1m. 


Fie m, =inff, M, =supf,i=14n,j=1, 
Di D, 


n 


Vom avea s,(f)= 5 maria D,, S,(f)= Maria i 


Dacă (x,y)eD,; atunci mj < f(x,y) < Mj, de unde 


my; -Ym)< f t y)dy< M,(y,-y,) (12.3) 


j-1 


Sumând în (12.3) după j=1,m obţinem 


Èm, ly, -y )< [y)dy < $M, ly; -y). 


j=1 
Cum funcția F este integrabilă pe [a,b], este integrabilă pe orice compact 


[xi-1,Xi], i = n, şi deci vom avea 
2m, 7 Yj Kx x) [fă (rc y)ay Jox < ÈM, ly, TY kx x). 
E m e 


Sumând după i = 1,n obţinem 


Š maria D, < ['Î['rx,v)ay)ax < $ $ M,ariaD, „adică 
BT 


i=1 j=1 i=1 j 


s,(f)< PI tO y)dy Jax < S,(f). 
Cum f este integrabilă pe D rezultă că 


I=1= NINE y)dy ax deci [[fx y)dx dy = NINE y)dy ax şi 


demonstraţia este încheiată. m 
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Vom da în continuare o formulă de calcul al integralelor duble pentru 
domenii simple în raport cu una din axe. 
Un domeniu D c R? se numeşte simplu în raport cu axa Oy dacă este 
definit de inegalităţile 
|a<x<b 
| plx) < y < px), 
unde ọ,, 9, : [a,b] > R sunt funcţii continue. 
Cu alte cuvinte un domeniu D c R? este simplu în raport cu axa Oy dacă 
orice paralelă la axa Oy dusă printr-un punct interior din domeniul D 
intersectează frontiera domeniului în două puncte. 


Analog, un domeniu compact Dc R? este simplu în raport cu axa Ox 
dacă este definit de inegalităţile 


unde y, y, : [c,d] > R sunt funcţii continue. 


Teorema 12.1.4. Fie D c R? un domeniu compact simplu în raport cu axa 


Oy, adică 


e (12.4) 


(x) Sys (x), 
unde ọ,, 9, : [a,b] — R sunt continue. 


Fie f : D — R, mărginită şi integrabilă pe D astfel încât 


oale) 
„fl y)dy; 


i) (v)x e [a,b] există integrala F(x) = a i) 


ii) F este integrabilă pe [a,b]. 
Atunci Jfr x, y)dx dy = f F(x x)dax = |, T f(xy Jay Jax. 
Demonstrație. Fie c = jnfọ,, d=supọ, şi D, = [a,b] x[c,d]. Evident avem 
a, [a.b] 


D c D, (fig. 2). 


- 252 - 


f(x,y), daca (x,y)eD 


Fie funcţia f :D, >R, re daca (x,y)eD, !D 
d , 0 3 


Fig.2 


Funcţia f este integrabilă pe Do, deoarece f este integrabilă pe D şi 
f =0 pe D, \D. 
Folosind proprietatea de aditivitate a integralei duble va rezulta că 
ff f(x y)dx dy = ff f(x, y)dx ay = ff f(x, y)dx dy (12.5) 
Do D D 
Din teorema 12.1.3 rezultă că 
[ffx y)dxdy = PIT y)dy bix (12.6) 
Do 
Să observăm că, pentru xe[a,b], fixat avem 
d7 (x)= P(x d z P(x 
f, f(x, y)dy B f. f(x, y)dy + Î pf y)dy T en y)dy E [, fb y)dy = 
A y)dy (deoarece f(x,y)= 0 pentru (x,y)eD, (D). (12.7) 
PX 
Conform ipotezei ultima integrală din (12.6) există pentru (v) xe[a,b]. 
Cum F este integrabilă pe [a,b], din (12.5), (12.6) şi (12.7) rezultă că 
ff f(x y)ax ay = {i "IE y)ay) dx şi demonstrația este încheiată. a 
D a P(x 


Observaţii. 1) În particular, dacă f este continuă pe domeniul compact D 


definit de (12.4) rezultă că f este integrabilă pe D şi 


Jff y)dxdy = PEE t Vaya | 
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2) Analog, dacă D este simplu în raport cu axa 0x, adică 


a 
y(y) <X< yaly), 


unde y, y, :|c,d]->R sunt continue şi f : D>R este continuă, atunci f este 
; oS : 2(Y) 
integrabilă pe D şi [ffx y)ax dy = Ai f(x, y)ax ay. 


3) De obicei se scrie 


JEEE ti y)ay ax = [Pax] ro y)dy si 


jr oc = favj” roy 


Exemple. 1. Să se calculeze integrala 


I= ff vVx(1- xy)dx dy, unde D = [0,1] x [0,2]. 


D 
Funcţia f(x,y) = /x(1-xy) este continuă pe D, deci integrabilă şi conform 


teoremei 12.1.3 vom avea: 


=i Jx(1-xy )ay]ax = f(y- aji dx = |2- aê jx- 


2. Să se calculeze integrala 


I= ff (x-3y)dxdy , unde D este domeniul plan limitat de curbele de ecuații 
D 
y =x, y =x. 
Domeniul D este simplu în raport cu ambele axe. 
Punctele de intersecție dintre cele două parabole sunt O(0, 0) şi A(1, 1). 


şi conform teoremei 12.1.4 vom avea: 
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[Zoo an [n-ai 


| Re 0 SR e E E II PERL 
5 2 2 4 25 5 4 4 10 10 
2 0 
Dacă îl privim pe D ca domeniu simplu în raport cu axa 0x, adică 
5 0<y<1 iig 
: , atunci 
y <x< y 


3. Să se transforme integrala dublă |= ff f(x, y)dx dy în integrale iterate, 
D 
2 
unde Dea? : xX? +y?’ <9, x? p x=0}. 


Domeniul D este mărginit de cercul cu centrul în origine, de rază 3 şi elipsa 


cu centrul în origine de semiaxe 1 şi 3, situată în semiplanul x> 0 (fig. 3). 


Fig.3 
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Să observăm că domeniul D nu este simplu în raport cu axa Oy. Pentru a 
aplica formula de calcul al integralelor duble pe domenii simple în raport cu axa 


Oy vom descompune domeniul D în domeniile D, şi D2 prin dreapta y=0. 


Vom avea I= [|f(x,y)dxay +[ff(x,y)dxdy =1, +1,. 
D, D, 


Pentru calculul lui I, ținem seama că a = 0, b = 3, 
(x)= 3v1- x?, pentru x e [0,1] 


şi ¢,(x)=0 pentru x e [1,3], iar ọ,(x)= v9 -x?, pentru x e [0,3]. Vom avea deci 


L e f(x, soy Jaxa f; (R77 teya Jox 
Similar 
l= M o f(x, vay Jaxa f; [ e f(x, y)ax ]dy. 
În concluzie 
i=j o G y)dy + f axf "t y)dy+ 
+f dj - f(x, y)dy + |, ax] f(x y)dy. 
Să observăm că D poate fi privit ca domeniu simplu în raport cu axa Ox, 


deci poate fi scris astfel 


-3<y<3 


D: Teras 
J9-y? 
t= f dyf raty dx 


- 256 - 

Teorema 12.1.5. (formula lui Green). Fie Dc R? un domeniu compact 
mărginit de curba y =FrD, presupusă simplă, închisă, netedă sau netedă pe 
porțiuni. 

FieP,Q : D >R, P,Q e C'(D)Atunci 


0Q oP 
i P(x,y)dx + Q(x, y)dy = (2 S xdy, 


unde sensul de parcurs pe curba y este cel direct. 
Demonstratie. Vom da o demonstrație pentru cazul în care domeniul D este 
simplu în raport cu ambele axe. 
Pentru cazul general se pot consulta lucrările [8] sau [14]. 


<x<b : . 
Fie D: R „unde ș,0,:la,b]—R sunt continue, deci D este 
p,(X) < y < p2(x) 


simplu în raport cu axa Oy. 


¥ 


Fig.4 


Fie A(a, e+(a)), B(b, e+(b)), C(b, e2(b)), D(a, ọ2(a)). 
Vom avea (y)= ÁB U [BC] u ED U [DA] unde: 

ÁB : y = ọ,(x),x e [a,b] , 
x=b 
y =t,t € [ẹ,(b), e2(b), 
ĆD: y = ọ,(x), x € [a,b], 


[BC]: | 


x=a 


[DA] i 
y=ttele,(a),e-(a)]. 


- 257 - 
Ținând seama de modul de calcul al integralei curbilinii de speța a doua şi 


de sensul de parcurs pe fiecare arc de curbă obținem: 


Ai ăi aaa aa ci alai f P(x, y)dx = 


[DA] 
= f P (x, ¢,(x))dx — f P (x, p(X (12.8) 
= [PIPE (x) - P(x, 9(%))x 
(am ţinut cont că integralele pe segmentele [BC] şi [DA] sunt egale cu 0 
deoarece x este constant pe aceste segmente). 


Ținând cont de formula de calcul al unei integrale duble pe un domeniu 


simplu obținem: 


a a 


p(x) (12.9) 
= = J IPO 0201) P(x, 9,(%))l0x 
Din (12.8) şi (12.9) rezultă că 
fP(x, y)ax = -ff È xay. (12.10) 
y D Oy 
ĉQ 
Analog obținem f a(x, y)dy = [| — dxdy . (12.11) 
A D 0X 
Din (12.10) şi (12.11), prin adunare, se obține formula lui Green. m 


Aplicaţie. Luând P(x, y) = axy) =S obținem: 
f- Zde dy = IESS 1. dxdy = [| axay = ariaD, deci aria unui domeniu 


compact D limitat de o curbă y simplă, închisă, netedă sau netedă pe porțiuni 


este aria D = = poy — ydx , unde sensul pe curbă este cel direct. 


y 
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Schimbarea de variabile în integrala dublă 


Considerăm integrala dublă |= [| f(x, y)dxdy , unde f : D — R este o funcţie 
D 


continuă, D c R? un domeniu compact mărginit de o curbă y presupusă simplă, 
închisă, netedă sau netedă pe porțiuni. 
Considerăm transformarea regulată 


T (uv)eD'c R, adică (12.12) 
y = y(u,v) 


1 0 D(ọ,4) ' 
ọ, y € C' (D’), puy OUNEN À 


Prin această transformare domeniul D’ mărginit de o curbă y trece în 
domeniul D mărginit de curba y. 

Se arată că o transformare regulată este biunivocă, adică fiecărui punct 
(x,y)eD îi corespunde un unic punct (u,v)eD’ şi reciproc; mai mult, prin această 
transformare D' este un domeniu compact, iar frontiera sa y = FrD' este o curbă 


simplă, închisă, netedă sau netedă pe porțiuni (vezi [7]). 


Se poate  deomonstra că, dacă et >0(vhuveD” atunci 
u, V 


transformarea (T) este directă, adică, dacă un punct M'(u,v)e(y) se deplasează 
în sens direct atunci şi punctul corespunzător M(x,y)e(y), unde 
x = ọ(u,v), y = w(u,v) se deplasează tot în sens direct. 

Ne propunem şi calculăm aria domeniului D prin transformarea (T) în 
ipoteza că această transformare este regulată şi directă, iar funcţiile ọ şi y admit 


derivate parţiale mixte de ordinul doi continue pe D’. 


Luând în formula lui Green P(x,y) = 0, Q(x,y) = x, obținem fxdy = [| dxdy, 
Y D 


unde sensul pe curba y este cel direct. 


Obținem astfel că Aria D = f xdy . 
Y 


Efectuând schimbarea de variabile dată de (12.12) rezultă: 
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AriaD = f xdy = fotu) au + ay] = fPluv)du + Q(u,v)av , 
r îi Cu Ov îi 


ide Piciu) roune 2 
Cu OV 


Aplicând formula lui Green pentru ultima integrală obținem: 


EU, v)du + Q(u, v)dv - j(Z -Z puo. 


Ținând cont de teorema lui Schwarz vom avea 


0Q oP _ dp Aa 3y ô ôy r 8’ > 
ðu ðv ðu ðv 0vou ðv ðu ðuðv 
dp ôp 
_ĉôpôy ĉpôy_ lau æl Dey) 
du â ôu ôv ôv| D(uv) 
ðu ðv 


pe VI save 
V) 


În concluzie, AriaD = IE 


Observaţie. Dacă Digt 0, (v)(u,v)eD' atunci y este parcursă în sens 


D(u,v) 


invers şi analog obţinem 


AriaD = - l | Ea - 


În general, dacă (T) este o transformare regulată se obtine 


Aria D = ÎN Suv) D(o.v 


Nidi (12.13) 
D(u, v) 


Teorema 12.1.6. Fie în planul uO'v un domeniu compact D’ cu frontiera y 
o curbă simplă, închisă, netedă sau netedă pe portiuni şi 
x = ọ(u,v $ 
(T): | e ) (u,v)eD', o transformare regulată de la planul uO’v la 
y = y(u, v) 
planul xOy astfel încât funcţiile ọ şi y admit derivate parţiale mixte de ordinul doi 


continue pe D’. 
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Dacă D = T(D'), y = T(y) ṣi f : D> R este o funcţie continuă atunci 


[f F(x, y)dxdy = [ftp v), y(u, v)) Dle w) | dudv. (12.14) 
B X D(u, v) 
Demonstratie. Fie A' = (D'4, D’2, ..., D’h) O diviziune a compactului D’. Prin 


transformarea regulată (T) fiecărui domeniu DD", k=1,n îi corespunde un 


domeniu D, c D. Obţinem astfel o diviziune A = (D4, D2, ..., Dn) a domeniului D. 


Din (12.13) vom avea Aria D, -jj eR pe 


dudv, k=1,n şi din teorema de 


medie rezultă că pentru fiecare k =1,n există un punct (u,, vi)eD, astfel încât 


Aria D, = | Diew) |, „v ariaD',. 


D(u,v) 


Fie ék = (Uk, Vk), k > y(Uk Vk), k = 1n şi evident M(&,nk)e Dk. Vom avea: 


M) =Ù f(éon)ariaD, = 


= ) alu, ma, )| REN (u,,v, aria D,, = 
k1 D(u, v) 
=>F F(u,,v, )ariaD', = o, (F,M', ), (12.15) 
D(ọ, y) 


unde F(u,v)= f(o(u,v),w(u,v)) , M (Up Yk) k=1,n. 


D(u, v) 

Rezultă că orice sumă Riemann relativ la funcţia F, diviziunea A' şi punctele 
intermediare M’, este egală cu o sumă Riemann relativ la functia f, diviziunea A şi 
punctele intermediare M.. 


Din existența celor două integrale şi prin trecere la limită în relația (12.15) 
obținem (12.14). m 


Observaţie. În cazul schimbării în coordonate polare, adică 


(T): | X=p0050 seo pena reaa DO*Y) sran 
y = psin D(p, 0) 


ff f(x y)dxdy = [| f(p cos 0, p sin 0)pdpde. 
D D' 
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Exemplu. Să se calculeze integrala |= [| axa , unde 


o (4+x? +y’ S 
D:x? + y? <1, y 20. 
Efectuând schimbarea de variabile x = pcos9, y = psinO, 0e[0,r], pe[0,1] 


obținem 


e r] 9r 
o 416 25 1600 ` 


E 4 1 pde _ 1 242 
i a n (4+p”) 


Aplicaţii ale integralei duble 


1. Calculul volumelor şi ariilor 


Dacă f : D c R? > R este o funcţie continuă şi pozitivă atunci integrala 


[[f(x,vy)dxdy reprezintă volumul cilindrului care se sprijină pe D, are 
D 


generatoarele paralele cu axa Oz şi este limitat superior de suprafața de ecuaţie 
z = f(x,y). 


Dacă f(x,y) = 1, (Y) (x.y)eD atunci integrala [| dxdy reprezintă aria bazei 
D 


cilindrului, adică 


Aria D = || dxdy 
D 


2. Coordonatele centrului de greutate al unei plăci plane 


Fie D c R? un domeniu compact care este imaginea unei plăci plane la care 
densitatea p = p(x,y) > 0 este o funcţie continuă de coordonatele punctului din 
domeniu. 

Din considerente de mecanică se poate arăta că masa M şi coordonatele 


centrului de greutate G(xc, Ye) sunt date de 


M= [pe tray, xe = [f xel yjdxdy, ve = f] ypx y)dxay. 


Dacă placa este omogenă (p = const > 0) atunci 
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ff xdxdy ff ydxdy 
D D 


G = 


e  ariaD ariaD ` 


3. Momentele de inerție ale unei plăci plane 


Momentele de inerție ale plăcii plane D față de axe şi respectiv pol sunt date 
de 


«= Îv?px, y)dxdy , lo, = ff x?°p(x, y)dxdy şi respectiv 
D 


D 
o = ff (x? + y? )p(x, y)dxdy. 
D 


12.2. Integrale de suprafață 


Fie D c R? un domeniu compact. 

Definitia 12.2.1. Se numeşte pânză parametrizată sau suprafață 
parametrizată în spațiul R° orice funcţie continuă £ : D >R?, 

X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)). 

Vom nota cu (£) = Im £ = {( x(u,v), y(u,v), z(u,v))eR*: (u,v)eD}, imaginea 
suprafeţei >. 

Ecuațiile x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) reprezintă ecuaţiile parametrice ale 
suprafeţei £ şi scriem: 


x = x(u, V 
(2): y=y(u,v)}, (uv)eD (12.16) 


z = z(u, V) 
Dacă B=(i,j,k) este o bază ortonormată în reperul cartezian Oxyz atunci 
suprafața £ poate fi dată şi astfel: 
(È) :r=r(u,v), (uv)eD (12.17) 
unde r(u,v)= x(u,v)i + y(u,v)j+z(u,v)k, numită şi ecuaţia vectorială parametrică 


a suprafeței È. 
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În ipotezele în care pot fi eliminaţi parametrii u şi v din ecuaţiile (12.16) 
obținem 
(È) : F(x,y,z) = 0, (x,y,z)eV c R, forma implicită. (12.18) 
Dacă pe V sunt îndeplinite ipotezele teoremei functiilor implicite, suprafața È 
se scrie echivalent 


(È) : z = z(x,y), (x,y)eDo c Rê, forma explicită. (12.19) 


Definiția 12.2.2. Suprafața £ se numeşte simplă dacă funcţia (u,v) — r(u,v) 


este injectivă. 
Suprafața £ se numeşte netedă (sau regulată) dacă x,y,z e C'(D) şi 


A? + B? + C? + 0 pe D, unde (12.20) 
a -BROZ _D(z,x) œ _ D(x.y) 
D(u,v) D(u,v) D(u, v) 


Suprafața > se numeşte netedă pe porțiuni dacă există o diviziune 


A = (D4,D2,...,Dn) a lui D astfel încât suprafeţele 


(29): y =y(u,v), (uv)eD, k=1n să fie netede. 


Considerăm suprafața X simplă, netedă, dată prin ecuaţiile parametrice 


(12.16) şi fie Po(uo,vo)e(%) un punct fixat (fig. 5). 
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Pentru u = up şi respectiv v = vo obținem pe suprafaţa > curbele 
(7): T(u, va) = x(u, v,)i + y(u, v,)j + z(u, vo) , 

(y,): T(U,, V) = x(u., v)i + y(u, v)j + z(u,, v)k , numite şi curbe de coordonate. 

Vectorii directori ai tangentelor în Po la curbele (yu) şi (yy) vor fi 

7 (Ua, Vo) = X', (Up, Vo Ji + y', (Un, Vo )j + Z', (Up, Vo )k si 
F,' (Up, Vo) = X', (Up, Vo JI + y', (Up, Vo )j + Z', (Up, Vo)k . 

Să observăm că f,xr',= Ai+Bj+Ck, deci condiția de regularitate (12.20) 
exprimă faptul că r',xr', +0, adică unghiul dintre curbele de coordonate yu şi yv 
este diferit de zero. De asemenea, această condiţie asigură existenţa vectorului 
N normal la suprafaţa > în Po, N=ruxr', = Ai+Bj+Ck. 


Versorul vectorului normal N va fi 


n= N z Pax, Ai+Bj+Ck 
N] |ruxr | JA2+B2+c2 


Dacă suprafața > este dată prin forma implicită (12.18) se arată că 
N=F,i+F',j+F',k, iar dacă este dată prin forma explicită (12.19) atunci 


N = -pi -qj+k , unde p = Z’%, q = Z'y. 


Definiţia 12.2.3. Fie > o suprafaţă simplă, netedă, dată prin ecuaţiile 
parametrice (12.16). Se numeşte element de arie al suprafeţei > forma 


diferenţială notată do şi definită astfel: do = | 


PF, |duav. 


Observaţie. Din identitatea lui Lagrange 


“jr -er şi folosind notație  E=72=x2+y2+z2, 


u v 


îi oi) 
rof, 


G=r xyz, F = r'u T, = xX xy y'y +Z', Z', obținem 
do = 4y EG -F° dudv . 


Dacă suprafața » este dată sub forma explicită (12.19) atunci 


do = 4 1+p° +q°dxdy. 
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Definiţia 12.2.4. Suprafaţa > dată prin ecuațiile parametrice (12.16) are arie 


dacă integrala dublă || VEG -F*dudv există şi este finită. În acest caz, valoarea 
D 


integralei duble reprezintă aria suprafeţei È. 


Teorema 12.2.1. Dacă suprafața > dată prin ecuaţiile parametrice (12.16) 


este simplă, netedă atunci ©} are arie şi Aria? = ffvEG-F°dudv este 
D 


independentă de reprezentarea parametrică (12.16). 


Pentru demonstraţie se pot consulta lucrările [8], [14] sau [19]. m 


Integrale de suprafață de speta întâi (sau în raport cu aria) 


Fie X o suprafață simplă, netedă, dată prin ecuațiile parametrice (12.16), 


unde D c R° este un domeniu compact limitat de o curbă simplă, închisă, netedă 


sau netedă pe porțiuni (deci D are arie). 
Fie f : V > R, mărginită, unde V c R° astfel încât (È) c V. 
Fie A = (D4, D,, ..., Dn) o diviziune a compactului D şi As = (34, È2, ..., Èn) 


x = x(u, V) 
diviziunea corespunzătoare a suprafetei È, (>, ):y = y(u,v), (uv)eD,,k=1n. 
z= z(u,v) 


Fie P(x, Yk, Zk)E(Èķ), k =1,n unde x, = X(Uķ, Vk), Yk = Y(Uķ, Vk), 


Zk = Z(Ukķ, VK), (Uk, Vk)E Dq, k= 1, n. 


Considerăm suma s,(f,P.)= S (P, ariaz, . 
k=1 


Definiția 12.2.5. Funcția f este integrabilă pe suprafața X dacă (3) leR astfel 
încât (V) e > 0, (2) 5. > 0 cu proprietatea că (v) AeS5(D), 


A = (Di, D3, ..., Da) cu JA|<5, şi (Y) Pre (Zx), k=1n avem jo, (f,P)-I|<e. 
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Observaţie. Se arată că numărul real | este unic şi prin definiţie | se 


numeşte integrala de suprafaţă a funcţiei F pe È şi se notează |= ff f(x, y, z)do 
>) 


Să observăm că |] f(x, y, z)do = lim o,(f,P,). 


Teorema 12.2.2. Dacă suprafaţa £ este simplă, netedă, iar funcţia f este 


continuă, atunci f este integrabilă pe È şi 


Jff y, z)do = [fitu v), y(u, v), z(u, v) EG —F?dudv. 


Demonstratie. Fie A = (D4, D9, ..., Dn) o diviziune a lui D, 


x = x(u, V) 
P, e (,):1y =y(u,v), (u,v) eD, k =1,n, P(x Yk Zk) unde 
z = z(u,v) 


Xk = X(Uk, Vk), Yk7Yy(Uk, Vk), Zk = Z(Uķ, Vk), (Uk, vk)eDi, k=1,n. 


Din teorema 12.2.1 avem Aria: = ffy EG-F?dudv şi din teorema de medie 
D 


(3) (ék nx)eD, astfel încât ffy EG -F°dudv = J(EG-F)(&,n)ariaD, k=3n. 
Dk 


Vom avea: 
o,(f,P.)= > f(P,)aria £, = 


k=1 


= Ý (x(u Vi), Y(U Vk), z(u, va] (EG -F° Eon, aria D, = 


z d f(X(&o nu), Y6 Nk) Z(Gr Nk DI (EG - pa X(x nk) aria D, + 


+D [flu Vi), Y(U Vi), Zu Ve) = FX léo n) Yo n) Z(&e nu): 


A (EG -F° )X(& nų) aria D, - 
Funcția g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))/EG-F* este continuă şi atunci 
limita primei sume pentru |A|— 0 este ff f(x(u, v), y(u,v),z(u,v)V/EG -F*duav. 
D 


Folosind uniform continuitatea lui f rezultă că a doua sumă are limita zero 


pentru |A| —> O şi demonstraţia este încheiată. m 
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Observaţie. În cazul unei reprezentări explicite (£) : z = z(x,y) va rezulta că 


fff y, z)do = fff y, z(x,y)} 1+ p° + d? dxdy . 


Exemplu. Să se calculeze integrala |= ff zdo, 
> 


unde (£) : z = x? + y?, (x,y)eD, iar D = {(x,y)eR? : x? + y? < aô}. 


Cum pioak gay rezultă I= [| +y?) 1+ 4x’ + 4y°dxdy . 
0x oy D 


Efectuând schimbarea de variabilă în coordonate polare 


x = pcos9, y = psin, p € [0,a], 0 € [0,27] obținem 


I= f dof + 4p*p*ap = 27 p14 4p2dp, care se calculează folosind 


metoda integrării prin părti. 


Integrale de suprafață de speta a doua 


(sau în raport cu coordonatele) 


Fie È o suprafață simplă, netedă, definită de ecuatiile parametrice (12.16). 
Definiția 12.2.6. Suprafața > se numeşte bilateră (sau cu două fețe) pe D 

dacă versorul normalei n este o functie continuă în fiecare punct Me(È). 
Deoarece într-un punct M de pe suprafața > putem considera doi versori ai 
cs SA 


normalei la suprafaţă şi anume n, =n = [e] n, =-n = 
rr, 


m RP 
rauxr, 


| FAX 


o suprafaţă bilateră împreună cu o alegere, cu o fixare a unuia din cei doi versori 


ai normalei se numeşte suprafaţă orientată. 


Observaţie. Nu orice suprafață are două fețe. Există suprafețe cu o 
singură faţă, suprafeţe pe care, printr-o deplasare continuă normala îşi schimbă 
direcția în mod continuu şi revine în punctul iniţial cu sensul opus sensului iniţial. 


Cel mai simplu exemplu în acest sens este banda lui Mobius. 
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Pentru a o obţine luăm o foaie de hârtie dreptunghiulară ABCD, o răsucim şi 


o lipim astfel încât A să coincidă cu C şi B cu D (vezi fig. 6). 


Presupunem că suprafața È este orientată şi fie cosa, cosf, cosy 


sa IFR Ut da 
coordonatele versorului n = +“ al normalei la suprafață în punctul Me(È), 
v 


numite şi cosinuşi directori ai normalei la suprafață. 

Să observăm că a, f, y reprezintă unghiurile formate de versorul n cu 
vectorii i, j şi respectiv k. 

Vom nota cu È, fața suprafeţei » definită de versorul normalei 
n(cosa,cosß,cosy) şi cu X. fața suprafeței > definită de 
— N(-cosa,-cosf,-cosy). 

Fie v(P,Q,R) un câmp vectorial continuu pe È, adică funcţiile 
P,Q,R:5—R sunt continue pe (È). 

Prin definiţie, integrala de suprafață de speța a doua a câmpului vectorial V pe 
suprafața X, notată cu [[vndo se înțelege numărul real definit prin 
z 


ff vndo = ff [P(x, y, z)cos a + Q(x, y, z)cos $ +R(x, y, z) cos do, 


> 
unde N = cosui + cosfj + cosyk. 


Notând cosado = dydz, cosfdo = dzdx, cosydo = dxdy, vom avea 
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> 


[| vndo = [| P(x, y,z)dydz+ Q(x, y,z)dzdx + R(x, y,z)dxdy, notație frecventă, 
unde È, este fața suprafeţei > definită de versorul normalei n(cos a,cosß,cos y). 
Observații. 

1. [| P(x,y, z)dydz + Q(x, y,z)dzdx + R(x, y,z)dxdy = -Í vndo ; 

2. Valoarea integralei [[vndo reprezintă fluxul câmpului de vectori v prin 
suprafața È. 

Exemplu . Să se calculeze integrala 

I= ff ydydz+ zdzdx+ 3xdxdy, unde 5, este fața exterioară a sferei de 


ecuaţie x2+y*+z? = a?, a > 0, situată în primul octant. 
Vectorul director al normalei la suprafaţă într-un punct arbitrar M(x,y,z)e (È) 
are coordonatele F',, F',, F’, (unde F(x,y,z) = x2+y*+z2 - a°), adică 2x, 2y, 2z, iar 


versorul normalei asociat feţei exterioare este: 


Rezultă că l= [o + yz+ 3xz)do. 
a“; 


O reprezentare parametrică a părţii de sferă este 


x = acos sin e 


(5):1 y=asinosing, 02037: Osgs-. 
z = acos e 
Vom avea: 
E = x$+y'+z = a” sin” e 
G = x" +y2+z = a? , de unde EG-F* =a*“ sing şi 


Li I I I I I 
F = XXV Y' +Z Z =0 
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=i fa? sin 6 cos 6 sin? ọ + a? sin 6 sin ọ cos ọ + 3a? cos 0 sin ọ cos ș). 
a D 


. JEG —F2dodg = 


E a° ff (sin cos 8 sin? ọ + sin 0 sin? e cos + 3 cos 0 sin? ọ cos p)dode = 
D 


(1, , ; 
= a“? E sin? q + sin? ọ cos ọ +3 sin? pcos o to = 2a:. 


Formula lui Stokes 


Fie > o suprafață simplă, netedă, orientată, definită de ecuațiile 


parametrice (12.16), care se sprijină pe conturul închis, simplu şi neted y (fig.7). 


zZ 


Fig.7 


Dacă P, Q, R : V > R sunt de clasă C' pe V, unde V c R° astfel încât (£ )cV 
atunci vom avea: 


f P(x, y, Z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 
ff RR ayaza Z -B izara LE dxdy, 
s (ôy z 0z 0X ox ôy 
unde È, este fața suprafeței £ definită de versorul normalei n(cosa,cosß,cosy), 


iar sensul de parcurs pe curba y este cel asociat feţei corespunzătoare (curba y 


este parcursă astfel încât un observator ce se deplasează pe y să lase tot timpul 


la stânga fața È). 
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Pentru demonstraţie se pot consulta lucrările [14] sau [19]. m 


Observaţie. Fie v câmpul vectorial definit de funcţiile P, Q, R, adică 
v(x, y, Z) = P(x, y,z)i + Q(x, y, Z)j + R(x, y,z)k , (Y) (x,y,z)eV. 
Atunci formula lui Stokes se poate scrie vectorial astfel: 


f var = ffrotv-ndo şi din punct de vedere fizic această formulă exprimă 
> 


Y 
faptul că circulația vectorului v pe bordul y al unei suprafețe £ este egală cu 


fluxul rotorului lui v prin această suprafață. 


12.3. Integrale triple 


Acestea se definesc în mod analog cu integralele duble. 

Fie V c R? un domeniu compact cu frontiera o suprafață simplă, închisă, 
netedă sau netedă pe porțiuni. 

Se arată că un astfel de domeniu are volum (vezi [14]). 

Spunem că A = (V4, V2, ..., Vn) este o diviziune a domeniului compact V 
dacă V1, V2, ..., Va sunt domenii compacte fără puncte interioare comune astfel 
încât V = UV, şi È= Fr Vẹ k=1,n este o suprafață simplă, închisă, netedă sau 

k=1 
netedă pe porțiuni. 
Vom nota cu S%(V) mulțimea tuturor diviziunilor lui V şi pentru Ae ®(V), 


A=(V1, Va, .. Vn) vom nota cu |A|=maxd(V,), norma diviziunii A, unde d(V;) 


este diametrul domeniului Vk, d(V, )= sup dist(P,P,). 


P}, P2 E Vk 
Să observăm că V, are volum, cum Fr V, este o suprafață simplă, închisă, 


netedă sau netedă pe porțiuni. 


Fie f : V > R, mărginită, Pi(&, nk, î)e Vi, k=1,n şi c,(f,P.)= 5 f(P,)volV,, 
k=1 


suma integrală triplă a funcţiei f corespunzătoare diviziunii A şi punctelor PreV,. 
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Fie m, =inff, M, =supf, k=đīn şi s,(f)= X moV, S,(f)= Y Molv, 
K W k=1 k=1 


sumele Darboux inferioară şi respectiv superioară a funcţiei f corespunzătoare 
diviziunii A. 

Să observăm că s, (f) <o, (f,P.) < S (f), (V) A e S(V), A = (V4, V2, ..., Vn) ṣi 
(Y) PreV,, k=1,n 

Definiţia 12.3.1. Funcţia f este integrabilă pe V dacă (2) leR astfel încât 
(V) e > 0, (3) > 0 cu proprietatea că (V) A e S(V), A = (V4, V2, ..., Vn), cu 
lA] < 8, şi (7) Prev, k=1n avem |o,(f,P,)-I|<e. 

Se arată că numărul real | este unic şi prin definiţie | se numeşte integrala 


triplă a funcţiei f pe domeniul V şi se notează 


I= Ţ]Țf(x,y,z)axdydz (sau ffffav ). 


Să observăm că Jus = lim, o,(f,P.). 


Ca şi în cazul integralelor duble se arată că o funcţie mărginită f : V —> R 
este integrabilă dacă şi numai dacă (V) e > 0, (3) 5.> 0 astfel încât 
(Y) A e SV), A = (Vu, Va -s Va), cu |A|<ă, şi (v) Prev, avem 
S, (fpPesagomenea, dacă f este continuă pe V atunci f este integrabilă pe V, iar 


dacă V este un domeniu simplu în raport cu axa Oz, adică 


iar 


„unde D c R° este un domeniu compact care este 
p,(X,y)< Z < 0(x,y) 


proiecția domeniului V în planul xOy şi o, ọ2 : D —> R sunt continue, atunci 


Jff y,Z)dxdydz = i x,y,z) jdz lixdy . 


P1(X,y) 


Proprietăți asemănătoare cu cele de la integrale duble se obțin şi pentru 
integralele triple. 


Exemplu. Să se calculeze integrala 


I= fff zdxdydz, unde V este definit de inegalitățile 
V 


V:x+y+z<1,x20,y20,z20. 
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Domeniul V este simplu în raport cu axa Oz, 


v: (x,y)eD 


o<z<1-x-y' "D= {(xy)eR:x+ty<1,x20,y 20}. 


Vom avea 


| = faxayj zdz = ii- u dy = 
D (0) 


D 


1 2 1 2 2 
a eE aies lo +yf +1- 2x -2y + 2xy)dxdy. 


Cum D este un domeniu simplu în raport cu axa Oy, adică p:i 
rezultă 


1 1 1-x 3% J = 
=> hf, (x? +y? +1-2x-2y+2xy)= 


Teia 13 y’ y’ 
=— | (xXy+—y?”+ 2xy — 2 —+2xX 
|v rr 2y -252x 7) 


1 ri] 2 1 3 2 2 = 
TAL (x) NTR) +1-x-2x(1-x)-(1-x) +x- ox- 


3 
-5h i a x+x? TTX 2x12 14 2x14 2X +x*)dx = 
Lip Ee E E PALA 
230| 3 3 24 


Schimbarea de variabilă la integrala triplă 


Considerăm integrala triplă 1= fff f(x, y,z)dxdydz, unde f : V — R este o 
vV 


funcție continuă, V c R? este un domeniu compact cu frontiera o suprafață 
simplă, închisă, netedă sau netedă pe porțiuni. 


Considerăm transformarea regulată 


x = X(u,v,w) 
! el ua inm D(X,y,Z) , 
T:<4y = y(u,v,w), (u,v,w)e V', adică x,y,zeC (V), Du e pe V', unde 
U,V,W 
z = Z(U,v,Z) 


V'c R? este un domeniu compact. 


În aceste condiții avem: 


Sgae 


fff y, Z)dxdydz = fff fu, v, w), y(u, v, w), z(u, V, z) P0Y:2) dJudvdw numită 
; Z U, V, W 
formula schimbării de variabile la integrala triplă. 
. : Sè = Aa D(x, y, Z) 
Expresia diferențială notată dv şi definită astfel dv = ORT lg a se 
uU, V, W 
numeşte element de volum. 
Pentru demonstrație se pot consulta lucrările [14] sau [19]. 
În cazul coordonatelor sferice transformarea T este 
x = pcos sino 
(T):+ y=psinðsinọ , p € [0,R], 9 € [0,27], ọ € [0,7], iar jacobianul 
Z = pcosq 
transformării este J= DYZ- p° sin q, deci 
D(p,0,ọ) 


[[[f.y,z)dx dy dz = f fff (pcos Osing, psina sin ¢,p cos ¢)p? sin pdp ddo. 
vV v' 


În cazul coordonatelor cilindrice transformarea T este 


x =rcos0 
(T):+ y=rsin, pe[O,R], 9 €[0,27], ze[0,h], iar jacobianul transformării 
Z=7 
este J= DX. 2) =r, deci fff f y, z)dxdydz = fff cos 6,r sin 0,z)rdrdodz 
D(r,0,z) i A Mi ~ i i l 


Formula lui Gauss-Ostrogradski 


Fie V c R? un domeniu compact cu frontiera o suprafață X, simplă, închisă, 
bilaterală, netedă sau netedă pe porţiuni şi un câmp de vectori 

V(x, y, z) = P(x, y,z)i + Q(x,y,z)j + RGuy,z)k , de clasă C! pe domeniul V. 
În aceste condiţii avem: 


oP 0Q oR 
+—+ 
Ox ôy 0Z 


[| Pdydz + Qdzdx + Raxdy = [|| | Jovovz „ unde 5, este fața 
S v 


suprafeței £ definită de versorul normalei n(cosa,cosß,cosy), numită şi formula 


integrală a lui Gauss-Ostrogradski. 
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Observaţie. Formula lui Gauss-Ostrogradski se poate scrie vectorial astfel: 
[[yndo = fff divvdxdyaz. 
D V 

Exemplu. Să se calculeze integrala 


|= [| xdydz + ydzdx + zdxdy, unde >, este fața exterioară a suprafeței £ ce 
2, 
limitează domeniul V definit de inegalitătțile : x2 + y? < z < 4 - x? - y°. 
Vom aplica formula lui Gauss cu P = x, Q = y, R = z şi integrala devine 


D a S kayaa 3fjoxayf a, 


4-x? —y2 


dz = ajae x? — y2)dxdy 


unde D = {(x,y)eR? : x?+y? < 2}. 


Trecând la coordonatele polare: x = pcos6, y = psin6, 


unde p [0,2], 0 e[0,2x], obţinem 1=6f7" dof"  (2-p?)pdp =127. 


Probleme propuse 


1. Să se calculeze: 


cos y T T, 
dxdy, D:0<x<—, 0<y<—; 
“renal j 2 á 2 


b [f z- dxdy,D: y < x, xy 21,1<x<2; 
c) ff (1- y)dxdy, D:x° +y? <2y, y <x’, x20; 
D 
d) ffx? - y°dxdy, D= AOAB, A(1-1), B(1,1); 
6 
e) ||arcsin.[x+ ydxdy, D limitat dex + y =0,x+y=1,y=1,y=-1. 
D 


2. Folosind coordonatele polare să se calculeze: 


a) ff yx? + y°dxdy, D:x°+y? <a’, unde a> O; 
D 


b) [| ydxdy, D:x?+y? <a’, y>-x, unde a > 0; 
D 
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c) foe +y’ )dxdy, D:x?° +y? < 2x. 
D 


3. Folosind schimbări de variabile convenabile să se calculeze: 


a) ff (x + y)dxdy, D:1< x+y <13, x<y<5X; 
D 


x? y? 
b xdxdy, D:— += <1, y>0; 
J y a? b? y 
c) ff ydxdy, D:1<xy <2, x<y<2X. 
D 


4. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate ale plăcii omogene 


D c R?, unde D este limitat de curbele de ecuatii x+ y = 3, xy = 2. 


5. Direct şi cu formula lui Green să se calculeze f(x- y)dx + xdy, unde y 


Y 
este frontiera domeniului D =((x,y)eR2: x? + y? < 2x, y > 0} şi este parcursă în 
sens direct. 


6. Fie suprafaţa (£):7 = ucosvi +usinvj+ vk, ue [0,a], v e [0,27]. 


Să se determine aria È şi să se calculeze integrala I= [| x’ +y*do. 
> 


7. Să se calculeze: 


a) [|(xy+yz+zx)do, unde Ł este porțiunea din suprafața de ecuație 


Z = AX? + y* , decupată de suprafaţa de ecuație x? + y? =2ax,a>0; 


b) [[(* + y*)do, (£): x? +y? +z? =a’; 
c) |] (x+y +z)do, > fiind suprafața cubului definit de 
O0<x<1,0<y<1,0<z<1. 


8. Să se calculeze următoarele integrale de suprafață de speța a doua: 


a) || xdydz+ ydzdx+zdxdy, unde > este fața exterioară a tetraedrului 
> 


limitat de x = 0,y=0,z=0,x+y+z=1; 
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b) ff (y - z)dydz + (z - x)dxdz + (x — y)dxdy , unde È este fața interioară a 


conului de ecuație z = 4x° +y?, O<z<h; 


c) ff zdxdy, > find fața exterioară a elipsoidului de ecuație 
E 


x? y? z’ 


Pg A 
a? b’ 


-7-1=0. 


9. Folosind formula lui Stokes să se calculeze 


2 2 2 2 
x+y +z“ =a 
y (sensul de 


f(y +z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz, unde o: 
7 x+y+z=0 


parcurs fiind astfel încât domeniul interior să fie lăsat la stânga). 
10. Să se calculeze: 


a) [ff (x? +y°)dxdydz, V:x? +y? <2z,z<2; 
V 

b) [f| (x? +y? +z°)dxdydz, V:x? +y? <z°, x +y?’ +z? <a”, z>0; 
V 

c) fff Vx? + y’ dx dy dz, V:x? +y? <a’, x+y+z<2a,z20; 
V 


11. Folosind schimbările de variabile să se calculeze: 


a) fff Vx? +y? +z°dxdyaz, V:x? +y?’ +z’ <2Z; 
V 

b) fff yx? + y°dxdy az, V:x° +y? <27, xX +y’? +z’ <8; 
vV 


c) fff (x? +y? ax ay az, V:x? +y? -2x<0,y20,0<z<1; 
vV 


x? y? z? x? y? z? 
d) | dxdydz, V :— += += <1. 
j) a? b c a” c’ 


b? 
12. Direct şi cu formula lui Gauss-Ostrogradski să se calculeze 


[| x° dy dz +x?ydz dx + x*zdx dy, unde Ł este fața exterioară a suprafeței închise 
2 


a cilindrului x? + y? =a°, O<Z<h. 
13. Să se calculeze volumul şi coordonatele centrului de greutate ale 
corpului omogen mărginit de suprafețele de ecuații y° + z? = 4ax, x? + y? = 2ax, 


unde a > 0. 
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